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LEGONS SUR LES FONCTIONS 


DEFINIES PAR 


LES BQUATIONS DIFFERENTIELLES 


DU PREMIER ORDRE. 


INTRODUCTION. 


Je me propose de consacrer ces lecons a l’étude des équations 
différentielles du premier ordre. Je ne traiterai, d’ailleurs, de ce 
vaste sujet que quelques points particuliers, considérant principa- 
lement des équations de la forme 

dy —P({z,y) 


ee 2 (P et QO polynomes en a et y 
dx Q( xr. xy) . | J J } 


et plus spécialement l’équation 


“ +Ap+ Ary + Agy?+A3y?= 0, 
ot les A sont des polynomes en x. 

Peut-étre n’est-il pas mutile, au seuil de cette étude, d’en 
caractériser briéyement |’objet et le point de yue. 

I] y a entre la théorie des équations différentielles et la théorie 
générale des fonctions une étroite parenté. Sans doute la seconde 
définit arbitrairement les classes de transcendantes quelle consi- 
dére, tandis que la premiére étudie des types de fonctions qui lui 
sont imposés du dehors. II n’en est pas moins vrai que les deux 
théories sont connexes, et qu’a toute évolution de Pune doit cor- 
respondre une semblable évolution de Vautre. 

Or, chacun sait que depuis une vingtaine d’années la théorie 
des fonctions a éprouyé une compléte rénovation. 
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L’étude des fonctions analytiques était pour Weierstrass une 
étude locale. I] s’agissait de représenter une fonction et d’en 
reconnaitre les propriétés au yoisinage immédiat d’un point donné. 
D’ou le réle privilégié attribué aux développements convergeant 
dans un cercle ou dans une couronne décrite autour d’un point. 
Pour l’école de Weierstrass, définir une fonction, c’est en somme 
se donner une série de Taylor, puisque aussi bien de cette série 
on peut théoriquement, par la méthode du prolongement analy- 
tique, déduire la valeur de la fonction en tout point ot elle est 
définie ('). 

Les méthodes des fondateurs de la théorie des fonctions ont 
longtemps prévalu. Puis la fécondité s’en ralentit. De fait, en cher- 
chant a déduire les propriétés d’une fonction de son développe- 
ment en série de Taylor, on se heurtait a des difficultés inextri- 
cables. M. Hadamard n’en triompha complétement que dans des 
cas particuliers, cas ot l’on ne rencontre que des singularités 
polaires sur le cercle de convergence de la série (*). 

Ainsi arrétée dans ses progres, la théorie des fonctions chercha 
des voies nouvelles. Cessant de se confondre avec l’étude des sé- 
ries de Taylor, elle adopta de nouveaux modes de représentation 
des transcendantes : développements en produits infinis (déja 
considérés par Weierstrass), développements en séries de poly- 
nomes, développements en séries divergentes sommables, déve- 
loppements convergeant dans une étoile de Mittag-Leffler. Grace 
a ces développements, les transcendantes n’étaient plus définies au 
voisinage exclusif d’un point, mais dans des régions de plus en 
plus étendues. 

En méme temps les analystes portaient leur attention sur cer- 
taines propriétés générales des fonctions qui ne dépendent pas de 
la forme de représentation choisie. Une telle propriété est le mode 
de croissance dont l’étude systématique, inaugurée par M. Borel, 
promet d’étre fructueuse. Du méme ordre sont les lois, objets de 


(') Cf. Hapamarp, Essai sur Uetude des fonctions données par leur 
développement de Taylor : « On peut done dire que se donner une fonc- 
tion analytique non singuliére au point 2, c’est se donner une suite de 
coefficients @,, a,,..., a, tels que la série La,,@™ ne soit pas toujours diver- 
gente. » 


(*) Voir les Lecons sur les fonctions méromorphes de M. Borel, Chap. I. 
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travaux tout récents, qui limitent le nombre des zéros présentés 
par une fonction analytique dans un domaine donné, 

La théorie des fonctions, depuis qu'elle s’est écartée de la route 
trop droite tracée par Weierstrass, a sans doute quelque peu vaga- 
bondé. Elle n’en a pas moins franchi une étape importante : de 
locale qu'elle était, elle est devenue intégrale. 

Quel fut, pendant ce temps, le chemin parcouru par la théorie 
des équations différentielles? 

Comme l'étude des fonctions analytiques, l'étude des équations 
différentielles fut en principe une étude locale. Il s’agissait, étant 
donnée une équation différentielle : 1° de reconnaitre s’il existe 
des intégrales de cette équation satisfaisant 4 des conditions ini- 
tiales données; 2° de représenter ces intégrales par des développe- 
ments en séries convergeant au voisinage des conditions iniliales. 

Le probléme fut résolu par Cauchy dans le cas ot le second 
membre de l’équation 


dy 
(1) te Ae, 


est, au voisinage des valeurs initiales x, 7), une fonction holo- 
morphe de z et y ou l’inverse d’une fonction holomorphe. En ce 
cas, |’équation (1) admet une et une seule intégrale égale ay) pour 
“=r, : cette intégrale est développable en série de Taylor par 
rapport aux puissances croissantes de x — x, ou d’une puissance 
fractionnaire de 7 — Zo. 

Ce premier résultat acquis, les analystes se préoccuperent de 
létendre en toute rigueur aux systémes comprenant plusieurs 
équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles. 
Puis ils passérent 4 l’examen des cas ott la méthode de Cauchy se 
trouve en défaut. Qu’arrive-t-il, par exemple, si, pour x= 29, 
¥ = Jo, le second membre de l’équation (1) se présente sous une 
forme indéterminée telle que * Ce nouveau probléme, posé par 
Briot et Bouquet, a été étudié d'un point de yue qui rappelle fort 


le point de yue de Cauchy et de Weierstrass. On s’est demandé si, 
A ra) oe, ; Bre ee oe ree see 
au cas ou -f(%», ¥o) = a Véquation (1) posse de des intégrales 


égales 4 yp pour x= 2%; lorsque de telles intégrales existent, 


on a cherché (') a les représenter par des séries de puissances de 


(1) Nous reviendrons sur ces questions au Chapitre LY. 
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une ou de deux variables (par exemple, puissances de x et de x*, 
 élant une constante; ou puissances de x et de logw). Le pro- 
bléme ainsi posé, déja restrictif puisqu’il n’envisageait les inté- 
erales qu’au yoisinage immédiat des conditions initiales, ce pro- 
bléme se particularisa encore, et I’énoncé en fut précisé en ces 
termes : reconnaitre s’il existe des intégrales qui tendent vers )‘o 
lorsque la variable .v tend vers 2» le long d’un chemin convena- 
blement choisi. Qu’adviendrait-il si a déviait légerement du 
chemin dont l’énoncé précédent suppose Vexistence? C’est la une 
question qu’on ne s’est guere posée jusqu’ici et que cependant il 
importerait fort d’élucider. 

Lorsque la valeur initiale z) est un point singulier essentiel de 
Péquation (1), les méthodes de Briot et Bouquet et de leurs succes- 
seurs ne sont plus applicables. Que faire alors? Le point dinter- 
rogation subsiste si nous consultons le Traité le plus complet qui 
ait été publié récemment sur les équations différentielles, celui de 
M. Forsyth. Nous y lisons (') que l’on ne saurait presque rien dire 
a Vheure actuelle des intégrales de Véquation (1) « au yoisinage 
immédiat @une singularité essentielle », parce qu’on ne connait 
pas de développement en série permettant de représenter une 
fonction autour d'une telle singularité (le développement de Lau- 


rent ne serait utilisable que si la fonction était uniforme au voisi- 


nage du point singulier). M. Forsyth s’arréte donc la. Mais — la 
question nous vient naturellement a Vesprit — si M. Forsyth est 


arrélé, ne serail-ce pas parce quwil est resté trop fidéle au point de 
vue local de Cauchy? S’il ne s’était pas astreint a considérer les 
intégrales au « yoisinage immédiat » des conditions initiales, 
naurail-il pas pu poursuivre ses recherches? Supposons, pour 
prendre une comparaison, que lon me demande d’étudier une 
fonction entiére au yoisinage immeédiat de Vinfini par la méthode 
des développements en séries : je serat impuissant; au contraire, 
si j élargis mon champ d’exploration, je puis étudier la condensa- 
tion et la distribution des zéros de la fonetion dans des cercles de 
plus en plus grands décrits autour de Vorigine, ce qui est d pro- 
prement parler faire [étude de la singularité transcendante située 
a Vinfint. Ne pourrait-on pas attaquer par une méthode analogue 


les singularités transcendantes des équations différentielles? 


(') Theory of differential equations, Part Il, p. 209. 
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Ces réflexions nous aménent d nous demander si la théorie des 
équations différentielles n’est pas en retard sur la théorie des 
fonctions, si elle a suffisamment suivi Pévolution de cette der- 
niére. 

Ce n’est pas que la théorie des équations différentielles n’ait, 
elle aussi, depuis une vingtaine d’années, enrichi son point de vue: 
certaines de ses parties se sont, en effet, développées de la maniére 
la plus heureuse. L’impulsion fut donnée par étude des équations 
linéaires, étude qui fut étendue a tout le champ de la variable com- 
plexe et qui conduisit a la découverte de nouvelles familles de 
transcendantes. Une série de recherches fut également entreprise 
sur la forme des courbes intégrales réelles, considérées dans leur 
ensemble et non plus seulement au voisinage d’un point. 

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, les pro- 
grés accomplis furent dus, pour une large part, aux travaux et 
a l’enseignement de M. Painlevé. 

M. Painlevé abandonne résolument le point de vue local de 
Cauchy. On sait, dit-1l, étudier les intégrales d'une équation 
d’ordre quelconque au voisinage de la valeur initiale x). « Mais ('), 
lorsque x s’éloigne de x» pour varier d’une facon quelconque dans 
son plan, comment se comporte la solution? » 

En posant cetle question, que nombre d’analystes auraient sans 
doute écartée a priori & cause de sa trop grande généralité, 
M. Painlevé fut conduit a des résultats remarquables, dont le plus 
saillant est la découverte d’une nouvelle classe de fonctions en- 
liéres, solutions d’une équation du troisieme ordre. 


Mais bornons-nous a léquation 


dy P(a2,. 1) 


dx Q(x, y) ; 


42) 


dont le second membre est une fonction rationnelle de y, algé- 
brique de 2. Nous résumerons au Chapitre | les recherches ellec- 
tuées par M. Painlevé sur cette équation. Il nous suffira, pour 
Vinstant, de rappeler les principales conclusions qui en ressortent. 


Les points singuliers transcendants (s'il en existe) des inté- 


(*) Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles, professées 


a Stockholm, Introduction. 
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grales de |’équation (2) sont les mémes pour toutes ces intégrales 
(c’est-a-dire indépendants de la valeur initiale yy que prend au 
point initial z) Pune quelconque des intégrales). La situation de 
ces points, que M. Painlevé appelle points singuliers fixes, sera 
connue si l’on connait les coefficients des puissances de y dans la 


ire eae 
fraction oe Il est alors naturel de se demander s'il existe des équa- 


tions (2) dont les intégrales ne présentent pas d’autres points 
singuliers que les points singuliers fixes ainsi déterminés. M. Pain- 
levé démontre que seule ’équation de Riccati 


= = Ag+ Avy Aoy? 

est dans ce cas. En particulier, ’équation de Riccati est la seule 
équation (2) dont toutes les intégrales puissent étre des fonctions 
uniformes de x. 

Ce dernier théoréme nous apprend que, si nous nous proposons 
d’étudier les intégrales d’une équation (2) qui ne soit pas une équa- 
tion de Riccati, nous aurons affaire 4 des fonctions multiformes. 
Mais ne pouvons-nous espérer que ces fonctions n’auront qu’un 
nombre limité de branches, je veux dire qu’a une valeur quel- 
conque de 2 ne correspondront qu’un nombre fini (7) de déter- 
minations de vy? M. Painlevé répond encore a cette question : 


Si les intégrales d’une équation (2) sont des fonctions 
an branches, lV équation (2) se raménera a une équation de 
Riccati par un changement de variable rationnel. On saura 
toujours reconnaitre, au moyen d'un nombre fini d’opérations 
algébriques, st le changement de variable est ou n'est pas pos- 


sthle. 


Tel est l'état ot se trouve, a la suite des travaux de M. Painlevé, 
Pétude de Péquation rationnelle (2) : 1° & part un petit nombre 
d’équations qui se laissent ramener & UVéquation de Riccati, 
les équations (2) définissent des fonctions multiformes possé- 
dant un nombre infini de branches; 2° sur la nature de ces 
fonctions multiformes, nous ne possédons, pour ainsi dire, 
aucune indication positive. Nos connaissances a cet égard se 
réduisent aux propositions, d’un caractére purement local, qui 
ont trait aux points singuliers de Briot et Bouquet. 
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Cette double constatation ouvre devant nous un vaste champ de 
recherches. Comment explorer ce champ? Si les réflexions que 
nous avons faites plus haut sont justes, il conviendra de s’inspirer 
largement des vues nouvelles récemment introduites dans la théorie 
des fonctions. 
On pourra commencer par particulariser le probléme et se pro- 
poser, par exemple, d’étudier les intégrales de ’équation 
dy 


dx 


(3) + Ag+ Ary + Azy?+ Asy? =o, 
oti les A sont des polynomes en z. 

Les intégrales de (3) présentent, en général, une infinité de dé- 
terminations et une infinité de points singulers. Nous ne saurons 
done pas, dordinaire, former une expression analytique qui repré- 
sente ces fonctions pour toutes les valeurs de la.variable. Nous 
pourrions alors chercher a les représenter dans des régions de plus 
en plus étendues. Mais d'autres recherches devront étre entre- 
prises auparavant dont le type sera fourni par la théorie des 
fonctions entiéres. 

Nous nous demanderons quel est le mode de croissance, lallure 
dune branche dintégrale lorsque x s’approche d’un point singu- 
lier transcendant. 

Nous étudierons, autour des valeurs limites, la condensation 
des points singuliers ou des déterminations des intégrales. 

D’une maniére générale, nous examinerons le mécanisme des 
permutations qui échangent entre elles les diverses branches de 
ces intégrales. 

On le voit, ce ne sont pas les questions a traiter qui font défaut. 
Reste a sayoir dans quelle mesure ces questions sont solubles. 
Crest ce dont je voudrais que nous cherchions a nous rendre 
compte au cours de ces lecons. Je me garderai d’entreprendre 
une classification et une discussion completes. Je m/arréteral prin- 
cipalement sur les types les plus simples d’équations (2), et je me 
demanderai quelles méthodes il serait bien possible d’imaginer 
pour les étudier, quels résultats on pourrait attendre de ces mé- 
thodes. Peut-étre réussirai-je ainsi, sinon a résoudre le probléme 
dont je viens d’esquisser l’énoncé, du moins 4 en montrer lin- 


térét. 
SSS 


. 


CHAPITRE 1. 


NOTIONS FONDAMENTALES. 


I. — Points ou le théoréme de Cauchy n'est pas applicable. 


Jai fait allusion aux propositions capitales démontrées par 
M. Painlevé relativement a l’équation 


ay 7 Pe, YY) 
(1) ap - i Gite py 


ot. P et Q sont des polynomes en y. C’est sur ces propositions 
que nous fixerons tout d’abord notre attention. Mais, au préa- 
lable, il nous faut dire quelques mots du théoréme de Cauchy et 
des points ot il cesse d’étre applicable. 

Soit 29, 7%» un systéme de valeurs au voisinage duquel le coeffi- 
cient différentiel f(x, v7) est holomorphe. L’existence d’une inté- 
erale holomorphe unique, égale a 7» pour x = 2x9, est établie par 
le théoreme de Cauchy, que nous énoncerons en ces termes (') : 


Soit f(2, v) holomorphe dans le domaine |x —x9\|<r, 
ly —Yo | a: Il existe une fonction de x satisfaisant a l’équa- 
tion différentielle (1), égale a yy pour x =x, et holomorphe 
autour de x, dans un cercle de rayon au moins égal (*) a 


ee 
r\1 — e2Mr ], 


Soit, d’autre part, Lun chemin quelconque, de longueur finie 
ou infinie, convergeant vers 2» (c’est-a-dire satisfaisant a la con- 
dition suivante : quelque petit que soite, il existe sur L un point 2, 


(') Voir, par exemple, Picarp, 7raite d’Analyse, t. Ul, Chap. XI, 
(*) La valeur exacte du rayon de convergence serait une valeur plus élevée. 
Cf. le Traité d’Analyse de M. Picard, t. Il, Chap. XI. 
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tel que, a partir de 2,, le chemin L ne sorte plus du cercle de 
centre wy et de rayon ¢). Imaginons qu'il existe une fonction de x 
qui satisfasse & Péquation diflérentielle (1) et qui, lorsque x tend 
vers 2» sur le chemin L, tende vers la valeur yo. Cette fonction 
ne sauratt étre distincte de Vintégrale holomorphe définie 
dans la premiere partie du théoréme ('). 

Du théoreme de Cauchy on peut déduire le corollaire suivant : 


Sr f(x, y) est holomorphe au voisinage de x= 2, y =o; 
Vintégrale y = 9(2, ¥), Ly), qui prend en x, lavaleur y,, est 
une fonction holomorphe des trots variables x, y\,, x, pour x 

' it , ots 
et ©, votsins de xy et )), voisin de yy. 


En effet, lorsque a‘, 7, sont situés dans un certain domaine fini 
autour de 29, Vo, f(x, y) est développable par rapport aux puis- 
sances de (x7 — x,), (vy —y,), les coefficients élant des fonctions 
holomorphes de x, et 9. D’autre part, l’intégrale y est dévelop- 
pable (au voisinage de x=az,) par rapport aux puissances de 
(2 — 2) et les coefficients du développement sont (d’aprés le 
théoréme de Cauchy) des fonctions rationnelles des coefficients 
de f(z, y). On en conclut (7) que l’intégrale y est fonction holo- 
morphe des trois variables (2 — x), 2), ”)- 


Le théoréme de Cauchy est en défaut lorsque la fonction f(x, v 
J | 

de x et y présente une singularité pour 7=2), y= 7. Les 

points 7» ot il en est ainsi se répartissent entre plusieurs catégo- 

ries. 


Premiere catégorie. — Supposons d’abord que Q(a%o, yo) 
s'annule en x) pour une valeur tsolée de yo, P et Q étant holo- 


(') Sur cetle forme de l’énoncé du théoréme de Cauchy, et sur le corollaire 
qui suit, voir, en particulier, les Lecons de Stockholm de M. Painlevé, p. 18. 

(2) Je m’appuie sur la proposition suivante que l’on déduit des propriétés des 
fonctions de deux variables (consulter, par exemple, Picarp, Tratté d’ Analyse, 
t. II, chap. IX). Soit une fonction de deux variables, g(az, »), développable 
sous la forme g(z, p) = 2g,(u) zx, les coefficients g; étant des fonctions holo- 
morphes de p pour |p| <7z, et le développement convergeant absolument pour 


|jul<t,|a2)|<r: g est une fonction holomorphe des deux variables x et \s 
pour |z@\)<r, |p|<*. 
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morphes au voisinage de Xo, Vo, et P (to, Yo) Gtant différent 
de z€ro. 


Pour étudier ce cas, bien connu, on considére l’équation (1) 
sous la forme 


axe OCs yp I 


i dy Pay) Fy) 


Le coefficient différentiel de l’équation (2) est holomorphe au 
voisinage de x9, ¥»- D’ailleurs, puisque Q(2%, vy) admet v7» comme 


zéro isolé, le développement de contient des termes indé- 


1 
I( 2,7) ’ 
pendants de x — xo, que l’on peut ordonner par rapport aux puis- 
sances croissantes de y — yo. Soit m le degré du premier de ces 
termes. Le théoréme de Cauchy montre que |’équation (2) admet 
une et une seule intégrale égale a 2) pour y = Yo, intégrale qui 


est holomorphe et développable sous la forme 
U= Lot ay(y — yori ay(¥ — fo )mrr2, ated 


On en conclut que l’équation (1) admet une et une seule inté- 

grale égale a vo pour v= Zo, et que cette intégrale est dévelop- 

1 
pable autour de x9 par rapport aux puissances de (2 — Cy : 
le point Zp) est done pour elle un point critique algébrique au- 
tour duquel se permutent m +1 déterminations. 

Nous dirons que lintégrale y ainsi définie est algébroide (') 
au voisinage de 2». Nous signifions par la qu’autour de xo cette 
intégrale se comporte comme une fonction algébrique. 

Prenons maintenant des conditions initiales 2, y/, yvoisines de 


Loy Yo- Je dis que l’intégrale y = o(ax, v, x,) qui est égale a 
I 


yy ena, estune fonction algébroide des trots variables x, y',, x) 


pour x et x, voisins de xo, y, voisin de yo. 
Soit, en effet (7), 


B= Hy + YY, L, Yo) 


(*) On dit qwune fonction est algébroide dans une région R si elle est repré- 
sentable, dans cette région, par une relation de la forme (a, y) = 0, Il étant 
un polynome en y et une fonction de @ holomorphe dans la région R. 

(*) Cf. les Lecons de Stockholm de M. Painlevé, p. 34-35. 
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Vintégrale de léquation (2) définie par les conditions initiales es 
Yo: D’apreés le corollaire de la page g, ¥ est une fonction holo- 
morphe de y, 24, %, lorsque | y~— yo], |x) —2o], | 7, —70| 
sont inférieurs 4 un certain nombre ). La fonction © ne saurail 
done présenter d'autres singularités que des singularités algé- 
briques au voisinage des valeurs initiales 2, 79, vo. Soit, dautre 
part, g le nombre des zéros de 4(y, xo, 79) confondus en y = yo. 
Decrivons dans le plan y autour de y» un cercle T, de rayon 
moindre que A, tel que (') (pour ay, 2, 7%) situés dans un certain 
domaine D autour de x, 29, 79) le module de la fonction de y, 
U(¥, Fos ¥y) — (e — @,) reste, sur le contour de I, supérieur a un 
nombre positif M. Lorsque x, .,, y, varient dans le domaine D, 
les zéros de la fonction U(y, x, v,) — (x — x’) dey qui sont situés 
dans T se déplacent avec continuité; mais ils ne peuvent sortir 
de T puisque 4 — (a2 —z,) ne s’annule pas sur le contour deT. 
Je dis que ces zéros sont, a Vintérieur de [, en nombre qg exacte- 


ment. En effet, leur nombre est égal 4 Vintégrale ———____—— 
rp y—(#—2) 


Or, cette intégrale, qui a une valeur entiére, est égale a g pour 
27, — 274, ¥, = Yo}; d’autre part, elle est, sur le contour de I, 
une fonction continue de z, z,, v, dans le domaine D. Elle reste 
done égale 4 g dans tout ce domaine. En résumé, lorsque x, £4, 
yy varient dans un certain domaine D autour de x, 2», yo, Vin- 
tégrale y = o(Z, Vo, Zo) ne présente que des singularités algé- 
briques et n’admet que g déterminations (intérieures aT) : c'est 
une fonction algébroide. 

Passons maintenant 4 |’examen des points singuliers qui n’ap- 
partiennent pas 4 la premiére catégorie définie plus haut, et répar- 


tissons-les a leur tour. 


Deuxiéme catégorie. — Supposons que P et Q sovent holo- 
morphes au voisinage de £4, Vy, eb que Von aut 


P (20, Yo) #0; Q(x, Yo) = 9, 


(1) Puisque y, est un zéro (multiple) isolé de Y— (a —a,) il existe bien un 
cercle [ répondant aux conditions youlues lorsque #7 = 2) = 2, vo =%3 la 
continuité de Y montre alors que ce cercle existe encore pour @, a voisins 
de Z, 75 Voisin de 7%. 
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cette derniére égalité étant idenliquement satisfaite (au 
point 2) pour toute valeur de yy. En d’autres termes, soit Xo 
Piz, y) : 
Q(z, 7) 

Dans ces conditions, le coefficient différentiel de l’équation (2) 
ne contient pas de terme indépendant de x — x; l'intégrale holo- 


un pole de quel que soit y. 


morphe de (2) se réduit 4 x = Zp, et le raisonnement qui nous a 
servi tout a Vheure est inapplicable. 

Des exemples simples montrent qu’un point 7») de la deuxiéme 
calégorie peut étre point singulier transcendant pour les intégrales 
de l’équation (1). 

Ainsi l’équation 


a pour intégrale générale y = Cx’. Or, si 4 est un nombre com- 
plexe ou irrationnel, cette intégrale admet une infinité de déter- 
minations qui se permutent autour de |’origine et different entre 
elles par des multiples de e?'™, 

Pareillement, ?équation 


admet Vintégrale générale 
A ei ACY 
Ae 
pour laquelle Porigine est un point transcendant. 
Troisiéme catégorie. — Supposons que Von ait, pour une 
ou plusieurs valeurs tsolées (') de yo, 
Cb, Yo) = Q(x, Yo) = 0, 
Pet Q étant holomorphes au voisinage de x, Vo. 


Le coefficient différentiel se présente alors, pour 2 =29, ¥=Vo, 


(') Si ces valeurs n’étaient pas isolées, les égalités P( a), %)) = Q( a, %) = 0 
devraient étre identiquement vérifiées (au point a,) quel que soit 7. Chacun 
des polynomes P et Q admettrait alors comme facteur une certaine puissance de 
(xz — 2), et, en éliminant le facteur commun a ces polynomes, on serait ramené 
a lun des cas déja étudiés. 
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. . ‘ * . oO =| . 
sous la forme indéterminée as En ce cas encore, le pom 2» peut 
3 

ire faint siegulien transoand: lee sniearalas ie 
etre point singulier transcendant pour les intégrales de Péqua- 
tion (1). Ainsi nous verrons plus loin (Chap. II, p. 67) que Vori- 
gine est un point transcendant pour lintégrale générale de Péqua- 
tion 

dy zy-+ be 

dx ¥y 


Remarquons en passant que, si l'on se donne une équation (1) 
algébrique en .c, on saura toujours déterminer algébriquement les 
points singuliers de la troisiéme catégorie que peuvent présenter 
ses intégrales : ce sont les racines xy du systéme d’équations simul- 
fanees POs, yj 0, Of, 7 )— 0. 


Quatrieme catégorie. — Supposons maintenant que une au 
moins des fonctions P et Q ne soit pas holomorphe au votsinage 
de ry, Vo. Pet Q étant des polynomes en y, il faut, pour que cette 
circonstance se présente, que xy soit point singulier d’un coef- 
fictent au moins des polynomes P et Q, 

Lorsque x, est un point critique algébrique pour les coefficients 
de P et Q, ces coefficients sont, au voisinage de «= 2,, des fonc- © 
tions holomorphes dune puissance fractionnaire de 2 — 2. Le 
changement de variable 2 — 2,= ¢”, o4 m est un enter positif, 
nous raméne alors 4 lun des cas précédemment examines. 

Lorsque z» est un point singulier transcendant des polynomes 
P, O, il est clair que les intégrales de Péquation (1) admettent en 


général 2) comme point transcendant. 


Les points zy oll, pour certaines valeurs (finies) de yo, le théo- 
reme de Cauchy cesse d’étre applicable apparliennent nécessaire- 
ment a l’une des quatre catégories qui yiennent d’étre €numeérées. 
Entre ces points il y a lieu de faire une distinction. 

Nous remarquons que les points de la premiére catégorie (s'il en 
existe) sont des points arbitraires. En effet, sil existe des points 
de la premiére catégorie, ()(2, Vo) dépend, par définition, de v7 
et s'annule par suite, quel que soil Zj, pour une ou plusieurs 
valeurs de vy. Il y a donc toujours une ou plusieurs intégrales de 


équation (1) qui admettent comme point de la premiére calégorie 


14 CHAPITRE T. 


un point 2, quelconque. Pour exprimer ce fait, M. Painlevé dé- 
nomme les points singuliers de la premicre catégorie points cri- 
tiques mobiles de Véquation (1). Ge sont toujours, nous lavons vu, 
des points critiques algébriques. 

Au contraire, les points singuliers de la deuxiéme, de la troi- 
siéme et de la quatriéme catégorie sont des points, en général (‘), 
isolés, dont la situation ne dépend pas de la valeur choisie pour yo, 
mais seulement des coefficients des polynomes en vy, P et Q. On 
les appelle, pour cette raison, points singuliers fixes (cf. p. ©). 
Ce sont, en général, des points transcendants. Notons de plus que, 
si P et Q sont des fonctions algébriques de x, le nombre des points 
singuliers fixes est nécessairement fint. 


Cinquiéme catégorie. — Nous avons supposé jusquw ici que 7» 
avait une valeur finie. Pour étre complets (7), nous devons encore 
examiner la ou les intégrales de l’équation (1) dont la valeur 
est infinite au point x. Ces intégrales admettent-elles 2) comme 
point singuler, et de quelle nature? 


Faisons le changement de variable y= —-- L’équation (1) se 


al- 


transforme en une équation de méme forme 


dz Aare) 
©) dz ~ Qua, 3)’ 


P, et Q, étant des polynomes par rapport as. Sur l’équation (3) 
nous pourrons répéter la discussion faite tout a Vheure sur l’équa- 
tion (1), les valeurs initiales a considérer étant «= x), 5=0. 

L’intégrale z de (3) qui s’annule en 2, peut étre une fonction 
holomorphe de x au voisinage de 29. Son inverse admet alors x» 
comme péle. Les poles sont, pour les intégrales de l’équation (1), 
des points singuliers mobiles. 


r 


b Jie , A , re iat) 
L’intégrale z peut également étre algébroide au yoisinage de ay : 


(*) Ces points sont isolés si les singularités des coefficients de P et Q sont 
elles-mémes isolées, 


(7) Nous continuons a supposer que zw, a une yaleur finie. Si a, était infini, 


on transformerait l’équation en opérant le changement de variable 7 — 


onl a 
. 
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son inverse y admet alors x, comme point critique algébrique 
(mobile) ('). 

Enfin lintégrale s, et parsuite son inverse)’, peuvent admettre ay 
comme point singulier transcendant (fixe). 

Remarquons que les points singuliers des coefficients de P,, Q, 


et les points qui sont des poles de —~ quel que soit s, ne different 


Py 
Q 
pas des points singuliers de P, Q, et des points qui sont des poles de 
P ¢ ‘ : sae 

re] pour y quelconque. Comme points singuliers fixes des intégrales 
de (3) qui n’aient pas déja été décelés par l'étude de l’équation (1), 
nous nobtenons done que les points (s'il en existe) ol lon a a 
la fois 

P(x, 0) =0, Q1(%, 0)=0. 


Ces points constituent une cinguiéme catégorie de singularités 
pour les intégrales de léquation (x): 


Pour clore cette discussion, nous en dégagerons en ces termes 
la conclusion : Appelons Fie, oe les points singuliers fixes de 
Véquauion (1). Ce sont les points des catégories deuxiéme, troi- 
siéme, quatriéme et cinquiéme, que nous déduisons directement des | 
coefficients de P et Q. Si l’on considére un point quelconque 2», 
distinct des points =, lintégrale qui est égale 4 yy ou a V’infini 
pour z=, est unique. Pour cette intégrale, zy) est un point 
@Vholomorphisme, un pdle ou un point critique algébrique. 


ll. — Théoréme de M. Painlevé. 


Dans le paragraphe précédent, je me suis placé au point de vue 
local des fondateurs de l’Analyse moderne : je me suis donné a 
priort des conditions initiales 29, Vo, et j’ai considéré au yoisinage 


(‘) Les corollaires des pages g et 10 s’étendent a ces deux cas : l’intégrale 
vy =9(2, 7), 2), qui est egale ay, en x, est une fonction méromorphe ou 
algébroide des trois variables x, y,, Z, pour x et x, voisins de xy, yy voisin 
de Vinfini. 
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de a,» la ou les intégrales de ’équation (1) que définissent ces 
conditions. Je vais maintenant me poser, avec M. Painlevé, une 
question plus générale. Etant ddnnée une intégrale Y de Péqua- 
tion (1), définie par la valeur C qu’elle prend en un certain point 
fixe X,, que devient cette intégrale lorsque x décrit a parur de Xo 
un chemin L quelconque? 

Considérons un point 2) du chemin L. S Ly coincide avec l'un 
des points (') singuliers fixes E,, 2, ... que nous avons définis 
plus haut, z) sera en général une singularité transcendante des 
intégrales de (1). Si 2) ne coincide pas avec un point §, nous de- 
vrons enyisager les deux hypothéses suivantes : 

Lorsque x tend vers z, sur le chemin L, Y tend vers une 
valeur déterminée yo, finie ou infinie; 

2° Lorsque x tend vers x, sur le chemin L, Y ne tend vers 
aucune limite. 

Dans le premier cas, les théorémes du paragraphe précédent 
nous apprendront que 2» est pour l’intégrale Y un point d’holo- 
morphisme, un pole ou un point critique algébrique. Dans le 
second cas, ces théoremes seront inapplicables. 

Les analystes restés fideéles au point de vue de Cauchy avaient 
implicitement admis que le premier cas seul peut se présenter. 
C’était la, notons-le, un postulat gratuit (7): car il n’y a @ priori 
aucune raison de supposer que 2, n’est pas point d’indétermination 
pour lintégrale Y. M. Painlevé, le premier, tira la question au 
clair et il démontra que, si 29 est distinct des points EY tend 
nécessatrement vers une valeur déterminée lorsque x tend vers 
xy sur le chemin L. 

Voici comment nous établirons cette proposition. Marquons 
dans le plan y les différentes racines V4, coat Ve de l’équation 


OB, Ni) == 0. 


af 


Puisque x) nest pas point singuher pour Q et P, nous pouyons 


décrire autour des points yy, ..., %y des contours (ailleurs arbi- 


(') Nous nous bornons au cas ot les points (&) sont des points isolés. 
(7) De fait, ce postulat ne serait pas exact si Véquation différentielle étudiée 
était @un ordre supérieur au premier. 
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trairement petits Y,, ..., yy tels que les racines y de Péquation 
Q(x, y)=0 


soient intérieures a ces contours tant que |v — xy| est plus petit 
qu'un certain nombre ¢; de plus il existe un nombre fini H tel que 
Yon ait, pour y situé sur le contour d’une courbe y (et pour 
|x — x0|<¢), 

Eee a 


(4) ENT) 
OX S, 7) 


Tracons encore dans le plan Y un cercle [, de rayon trés grand, 
ayant Vorigine pour centre. On peut déterminer H de maniére que 
Vinegalité (4) reste satisfaite (pour | — a2 )|<¢) lorsque y est 
intérieur au cercle [ et extérieur a tous les cercles y. 

Cela posé, admettons que Y, déterminé entre X et x, sur le 
chemin L, devienne indéterminé en ay. Je dis que cette hypothése 
conduit a une contradiction. En effet, si Vintégrale Y ne tend 
(quand «x tend vers z,) ni vers |infini, ni vers une racine de 
(2, 1’), il existe nécessairement sur L des points x arbitraire- 
ment rapprochés de x, ou Y est extérieur aux y, intérieur a T et 
satisfait par suite a linégalité (4). Or on sait qu’autour de tout 


point # ou FewY sont finis, Y est holomorphe et développable 


Q 

dans un cercle c de rayon fini. Lors done que « passe par la série 
des valeurs z qui convergent vers z,, le rayon du cercle c tend 
vers une limite non nulle : en sorte qu’a la limite x, est intérieur 
ac, ce qui prouve que Y est holomorphe au point 2). Ce résultat 
étant contraire 4 /hypothése faite, cette derniére est a rejeter, et le 
théoréme est démontré. 

En nous appuyant sur le théoréme de M. Painleyé, nous pourrons 


préciser en ces termes la conclusion du paragraphe précédent : 
« . . . Fr . , is Fe (ee 
En dehors des points singuliers fixes (&), une intégrale quel. 


conque de l’équation (1) wa pas d’autres singularités que des 
poles ou des points critiques algébriques. 


Appliquons, par exemple, ce résultat a Péquation 


1 ; 
(5) et Mot ALY + Any? + Asyt= 0, 
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ot les A sont des polynomes en x. Soit #) un point quelconque : 
toute intégrale finie y est holomorphe; mais Vintégrale qui est 
infinie en 2%) admel ce point comme point critique autour duquel 
se permutent deux déterminations. Quelles sont, d’autre part, les 
singularités non algébriques de l’équation (5)? Ce ne peuvent étre, 
d’aprés le théoréme de M. Painlevé, que les points fixes apparte- 
nant aux diverses catégories énumérées au dernier paragraphe. Or, 


puisque le dénominateur du coefficient différentiel 7 se réduit ici 
a Punité, il n’y a pas de points des catégories deuxieme, troisiéme et 
quatriéme. Reste a considérer les points singuliers des coeffi- 
cients A (il n’y en a qu'un: l’infinz) et les points obtenus en 
annulant le numérateur et le dénominateur de Véquation trans- 
formée 


ces points sont les zéros du polynome A;. 


Le théoreme de M. Painlevé permet de démontrer directe- 
ment que la seule équation (1) dont les intégrales n’admettent 
pas de points critiques mobiles est l’équation de Riccati. 

En effet, pour que les intégrales n’aient pas de points (critiques 
algébriques) de la premiére catégorie, il faut que Q(z, y) soit 
indépendant de y. L’équation (1) doit done étre de la forme 


det 
es Bie.) (P polynome en vy). 


Faisons, d’autre part, y= 2~'. Afin que, dans l’équation trans- 


as Bese . | 
ie waite I (©, 5, 3) 


le coefficient différentiel ne soit pas infini lorsque z= 0, il faut 


formée 


que le polynome P soit de degré 2 au plus par rapport a y. L’é- 
quation (1) se réduit alors a Péquation de Riccati 


: dy 
(6) Tp To Ay + Any?. 


Plus particuli¢rement, si l’on se proposait de déterminer toutes 
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les équations (1) dont les intégrales sont uniformes, la question 
reviendrait 4 trouver dans quels cas l’équation de Riccati (6) a 
pour intégrales des fonctions uniformes. 

Cette question, dont la solution compléte nous échappe encore, 
a été Pobjet de nombreux travaux qui relévent de la théorie des 
équations linéaires. On sait, en effet, que le changement de va- 
riable 


transforme Véquation de Riccati (6) en une équation linéaire du 


second ordre 
a — Ay = Ag AgZ. 


Ul. — Intégrales a n branches. 


D’aprés le paragraphe précédent, toute équation (1) qui n’est 
pas une équation de Riccati a pour intégrale générale une fonc- 
tion multiforme. I] y a lieu de se demander si cette fonction mul- 
tiforme peut, dans certains cas, n’avoir qu'un nombre fini de 
branches. Plus précisément, nous allons rechercher avec M. Pain- 
leyé quelles sont les équations (1) algébriques en z dont les inté- 
grales (exception faite peut-étre pour un ensemble dénombrable 
dintégrales exrceptionnelles) wacquicrent qu'un nombre donné n 
de branches lorsque z se meut d'une facon quelconque sans tra- 
verser les points critiques fixes. 

Considérons une intégrale Y jouissant de cette propriété et 
prenant en un point fixe X, (non critique pour cette intégrale ) 
une valeur initiale C; puis joignons X» 4 un point # par des che- 
mins L quelconques ne passant pas par les points (§). Quel que 
soit le point x, Vintégrale Y est supposée y prendre n détermi- 
nations ¥;, Y2, ---, ¥n- D/ailleurs ces déterminations (pour un 
point x donné) varient avec C d’une maniére continue; je vais 
montrer d’abord que toute fonction symétrique R des n déter- 
MINALLIONS V4, -++5 Vn est une fonction rattonnelle de C. 

Partons de X, avec la valeur C et parcourons entre Xy et x 
n chemins différents L,, ..., L,, de maniére a arriver en x avec 
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les n déterminations différentes 7), -.-,%n(‘'). Nous appellerons 
en particulier Y; la branche de Y suivie le long de L;; je dis qu’en 
tout point de L;, Y; est une fonction méromorphe ou algébroide 
de C pour toute valeur de C. En effet, d’aprés les corollaires des 
pages 9, 10 et 15 (note), il en est bien ainsi pour les points de L; 
voisins de Xo. D’autre part, il n’est pas possible que Y;(C) cesse 
d’étre algébroide a partir d’un point xz du chemin Lj. Appelons, 
en effet, C la valeur de Y;(C) en x; Cest fonction méromorphe 
ou algébroide de C; et, d’autre part, puisque z ne coincide avec 
aucun des points (€), Y; est fonction méromorphe ou algébroide 


de C pour x voisin de x; done Y;(C) est encore algébroide au 


voisinage de x. On en conclut qu’a l’extrémité commune x des 
chemins L;, les fonctions 71, ..., yr de CG sont toutes méro- 
morphes ou algébroides quel que soit C; done la fonction symé- 
trique R(x, Xo, C), qui est fonction uniforme de C, est méro- 
morphe en C pour toute valeur de C; c’est nécessairement une 
fonction rationnelle de C. 

Ce point établi, nous pourrons toujours représenter les n déter- 
minations y,, ..., V%, par une relation implicite 


(op) yet Rn-1(x, Xo, G)y"-1t-+...+ Ro(%, Xo, G) =0, 


les R étant des fonctions symétriques entieres de y, ..., %p, par 
suite des fonctions de x partout méromorphes (puisque uni- 
formes) sauf peut-étre aux points (€), et des fonctions rationnelles 
de C. D’ailleurs, pour des valeurs données de 2, vy, Xo, la rela- 
tion (7) doit définir n valeurs de C (valeurs au point X 9 des 
n branches de lintégrale Y). Les R sont donc, par rapport a C, 
de degré n au plus. 

Nous supposerons que Ry dépende de C. (Si cette condition 


(1) Le raisonnement deviendrait inapplicable pour les valeurs de C, corres- 
pondant aux intégrales exceptionnelles définies plus haut, pour lesquelles on ne 
pourrait plus obtenir les n déterminations sans faire passer les chemins L par les 
points critiques fixes (&). On doit donc se demander si ces valeurs de C ne seront 
pas des singularités transcendantes de la fonction R. Mais la fonction R est uni- 
forme dans tout le plan, et l'ensemble des valeurs exceptionnelles de C est, par 
hypothése, dénombrable : ces valeurs deyraient donc étre pour R des points d’in- 
détermination weierstrassiens, ce qui est manifestement impossible. Voir, a la fin 
du Volume, la Note de M. Painleve. 
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ree . . eas . 
n était pas remplie de prime abord, on la réaliserait en changeant 
y en y+ const.) Posons, dans ces conditions, 


(8) Roles, Xa, C) eds 


xz étant un point d’un chemin L ow les déterminations de y ne 
sont pas nulles, point que nous commencerons par supposer fixe. 
Au heu de regarder les R comme fonctions de C, nous pouvyons 
les considérer comme fonctions de }. Je dis que lune quel- 
conque, R;, de ces fonctions est un polynome du premier 
degré par rapport ah. 

En effet, R;, fonction entiére de 7, ..., 7%, ne peut étre infinie 


que si le produit A= Ry = yy V2... Yn est lui-méme infini. 

D’autre part, a une valeur de } correspond une intégrale unique 
de l’équation (1) (partant une seule détermination de R;): car la 
relation (8), de degré n en C, ne fait correspondre a une valeur 
de 2 que n valeurs de C, qui sont les n déterminations de linté- 
grale Y au point X,. 

Réciproquement, a une valeur de Rj(a2, X», C) en un point 
donné x il ne correspond qu'une valeur de 4; car, d’aprés la 
méme remarque, 4 une détermination de R; correspond une inté- 
grale unique de |’équation (1), partant une seule fonction Ry. 

R; est done bien, par rapport 4 A, un polynome du premier 
degré. 

De cette propriété des fonctions R on conclut que la rela- 
tion (7), définissant les n branches de Vintégrale Y, peut s’écrire 


comme il suit: 
(9) y+ [Ln-1(@, Xo) + A Mn—-1(x, Xo)) y2—-!+... + [Li + AMyJy+A=o0, 


les L étant méromorphes en x pouryu que x soit distinct des 
points (4). 

Nous avons supposé tout a l'heure que le point 2 était fixe. 
Donnons-lui maintenant une valeur variable en laissant Xo inva- 
riable. Alors 4 est une fonction de x et de xz seulement; de méme 
les L et les M. Dans ces conditions, la relation (g), supposée 


résolue par rapport a pig prend la forme suivante : 


yrs La-1(z)y?'+...+bi(2)y 


TO) A= 
Mp—1( 2 fy te es Male yy +1 
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Supposons maintenant que Pon effectue sur ’équation (1) le 
changement de variable (10). L’équation deviendra 
di 


(11) Te P(e): 


® étant par rapport a ) une fonction algébrique. Cette fonction 
algébrique est d’ailleurs rationnelle, puisque a un systeme de va- 


leurs de w et de X (ou Ry) correspond une seule détermination 


de Mais alors nous pouvons appliquer a l’équation (11) le 


premier théoréme de M. Painlevé; étant donné que les intégrales 
de cette équation n’ont aucun point critique en dehors de certains 
points fixes (§), ’équation (11) est nécessairement une équation 
de Riccati 


(12) o* = G(#) M+ H(a)h+ K(2). 


D’ot nous concluons, en définitive, que si les intégrales de 
’équation (1) n’acquiérent que n branches autour des points cri- 
tiques mobiles, l’équation (1) sera ramenée par le changement de 
variable (10) a ’équation de Riccati (12). 

Je dis qu'il nexiste qwun seul changement de variables (10) 
ramenant l’équation (1) a la forme (12). Supposons, en effet, 
qu il existe une fonction ’ de a, différente de X et jouissant des 
mémes propriétés [c’est-a-dire ayant ses points critiques fixes et 
liée ay par une relation (10’) ou (g/) de méme forme que (10) 
ou (g)]: en retranchant (9') de (g) on trouvera que y est liée a x 
par une relation, de degré n=1 en y, dont les coefficients ont 
leurs points critiques fixes : les intégrales y n’auront done que 
(n —1) branches, ce qui est contraire a l’hypothése. 

Le changement de variable (10) n’étant possible que d’une ma- 
niére, nous sommes assurés que nous pourrons toujours obtenir 
par des opérations rationnelles les L, les M, G, H et Ken fonc- 
tion des coefficients de (1) et de leurs dérivées. 

Demandons-nous maintenant de quelle forme doit étre une 


équation (1) 


dy _ P(x, 9) 


Fal CERES P et Q premiers entre eux ) 
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pour qu'un changement de variable 


‘— P(2,y7) _ = (yt+...+ Ly y) 


Way) Maayan +i [(p et g premiers entre eux (1)] 


puisse la ramener a l’équation de Riccati (12). Je dis que P et Q 

doivent étre par rapport a y de degrés 2n et 2n — 2 au plus. 
Il nous sera commode de remplacer Vintégrale générale 4 de 

Péquation de Riccati (12) par son expression 

a(a)+B(ar)h 

a1(%) + Bi(xyh’ 


expression dans laquelle #, 8, %,, 8, sont des fonctions a points 
critiques fixes et A la constante arbitraire. Nous aurons 


p, et g, étant, comme p et g, des polynomes en y, premiers entre 
eux et de degré 27; et notre équation différentielle s’écrira 


dh 
de” 
ou 
Og, 0 
; ps (2 = a) 
(13) y= ap, agi 
‘Oy _ | 07 


le numérateur et le dénominateur de (13) étant respectivement (?) 
de degré 2n et de degré 2n — 2 eny. 

Je dis que, si le numérateur et le dénominateur de (13) ad- 
mettent un facteur commun [ y — §(x)], la fonction y = 4(x) est 
une solution de l’équation (1). En effet (*), si nous remplacons y 
par 4(z) dans la dérivée 


0 ; d) Og 
BEC Ah pie bes 091 at (9g) Bp, B) 
qq Ox dx dy oy 
a qi 


(1) Si p et g métaient pas premiers entre eux, les intégrales de l’équation (1) 
n’auraient pas 7 branches : elles en auraient moins, 

(2) On yérifiera sans peine que les premiers coefficients ne sont pas nuls. 

(*) On a toujours le droit de supposer que y = 4(@) n’annule pas g,; s’il en 


‘ I 
était autrement, on changerait / en me 
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nous constatons que cette dérivée est identiquement nulle. Done 
/' est constant pour y= 4(z), et.égal a une certaine valeur hy de 
1 

c : Ms 
la constante A, ce qui prouve que vy = 4(z) est solution de léqua- 


tion proposée. D’ailleurs, y= 4(a) est une solution multiple 


Pi 

= ~ 

de (1). En effet, la dérivée —2! est identiquement nulle pour 
’ oy 


vy =A4(ax); donc y=4(x) est une racine multiple de légalité 
ee 
qi 
brique. Reportons-nous, en effet, a expression de 


= h,. Remarquons enfin que vy = 4(x) est une intégrale algé- 


A a+ Bh PCL ey) 
h= = ; 
4+ yh q(x, 7) 


et faisons-y h = ho, y = 4(x). Nous vérifierons sans peine que la 


ae 
dérivée or est identiquement nulle, La solution y= 4(a) vérifie 
PY 
' g : ; Pee 
done la relation 4 = 0, relation qui (comme P) est algébrique 
oy \ q 


en Z. 

En résumé, nous parvenons ala conclusion suivante : Ow bien 
L’équation (1) admet une ou plusieurs (') solutions particu- 
licres multiples et algébriques, ou bien le second membre de 
(13) est une fraction irréductible. Dans ce dernier, pour calculer 
les L, les M, G, H et K en fonction des coefficients de (1), il suffit 
didentifier les coefficients des numérateurs et des dénomina- 
teurs (7) des équations (1) et (13). 

Ainsi se trouve démontré le second théoréme de M. Painlevé 
que nous avions annoncé (p. 16). De ce théoréme il résulte en 
particulier qu’en opérant tous les changements de variables de la 
forme (10) sur les équations de Ricecati a intégrales uniformes, on 
obtiendra toutes les équations algébriques (1) dont les intégrales 
sont des fonctions multiformes an branches. Toutes les équa- 


trons (1) qui ne peuvent pas étre obtenues de cette maniére ont 


(') Voir la Note de M. Painlevé a la fin du Volume. 
(*) On commencera par les dénominateurs. 
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pour intégrales des fonctions multiformesa une infinité de branches, 
Ce sera, en particulier, le cas pour l’équation 
; dy _ 


(14) de P(e yY)s 


lorsque P est un polynome en y de degré supérieur a 2. 


IV. — Remarques sur les fonctions multiformes. 


Nous venons de dire que, si nous nous assignons comme tache 
l'étude des fonctions définies par l’équation différentielle (1), nous 
aurons en général affaire a des fonctions qui possédent une infi- 
nité de branches. Cette constatation nous met dans un certain 
embarras. I] semble, en effet, que, jusqu’ici, les analystes aient 
systématiquement écarté les fonctions multiformes de leurs spé- 
culations. S’ils ont fixé leur attention sur quelques-unes, c’est 
quils savaient les rattacher a des transcendantes uniformes 
simples (') (exemple ; les recherches sur les fonctions abé- 
liennes). Mais, pour ce qui est de la théorie générale des transcen- 
dantes multiformes, elle est a tel point inexistante que nous en 
ignorons jusqu’a l'objet; nous n’en sommes pas, en cette matiére, 
a chercher des solutions, mais 4 nous demander quelles questions 
nous pourrions bien nous poser. 

Livrés ainsi 4 leur propre inspiration, les géometres qui vou- 
draient explorer le monde des fonctions multiformes pourraient 
peut-ctre demander quelques suggestions 4 la théorie des fonc- 
tions uniformes. On sait par quel artifice les analystes se sont 
élevés des fonctions rationnelles aux transcendantes uniformes. 
Ayant affaire 4 des équations admettant, non plus un nombre fini, 
mais un ensemble infini de racines, ils ont cherché, en premier 


lieu, 4 déterminer les points-limites de cet ensemble; en second 


(‘) M. Poinearé a démontré que, quelle que soit la fonction multiforme y de a, 
on peut toujours exprimer x et y en fonction uniforme d’un méme parametre ¢. 
Mais nous ne sommes qu’incomplétement renseignés sur la nature des fonctions 
a(t), v(t), dont Vexistence est ainsi établie. Ces fonctions sont étudiées par 
M. Poincaré dans un Mémoire qui vient de paraitre : Sur Uuniformisation des 
fonctions analytiques (Acta mathematica, t. XXX1). 
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lieu, ils ont étudié la répartition, la condensation des racines 
autour de leurs limites; d’autre part, ils ont examiné l’allure, le 
mode de croissance des fonctions uniformes au voisinage des 
points-limites de leurs zéros. On peut poser, relativement aux 
fonctions pouryues d’une infinité de branches, une série de ques- 
tions analogues. Comme l’ensemble des zéres d'une fonction uni- 
forme, on étudiera l’ensemble des points critiques d'une fonction 
multiforme et l’ensemble des déterminations de cette fonction 
pour une valeur quelconque de la variable. On recherchera, 
d’autre part, comment ces deux ensembles se correspondent lun 
a Vautre, c’est-d-dire comment se combinent les permutations 
opérées autour des points critiques, de maniére a donner nais- 
sance a l’ensemble des déterminations. On étudiera enfin la 
croissance des diverses branches de la fonction. 

Toutes ces questions, nous les rencontrerons au cours de ces 
Lecons. Mais je veux faire, des maintenant, quelques remarques 
générales sur les points-limites (') des déterminations d'une fone- 
uon multiforme v(x). 

Considérons un ensemble y, (x), v2(), ... de branches de y(x), 


holomorphes au voisinage d’un point x et convergeant, pour z= 2, 
vers un point Y, du plan des y. Supposons, de plus (7), que les mo- 
dules de ces branches soient bornés également au voisinage du 
point x, c’est-a-dire restent inférieurs 4 un méme nombre fixe 
quelque grand que soit l’indice z. Dans ces conditions, je vais 
démontrer la proposition suivante : 


Pourvu que «x ne soit pas point-limite de points singuliers (*) 


(') On trouvera une étude détaillée des fonctions engendrées par ces points 
dans la Thése de M. P. Montel (Sur des suites infinies de fonctions) publiée de- 
puis Pachévement de ces Lecons. Les fonctions-limites de variables réelles avaient 
été depuis longtemps étudiées par M. Arzela, ainsi que le rappelle M. Montel. 

(?) Vai montré (Rendic. del Circolo mat. di Palermo, 1907) que cette sup- 
position est impliquée dans Vhypothése d’apres laquelle z n’est pas limite de 
points singuliers ou d’intersections des y,. 

(*) Tout point singulier transcendant doit étre regardé comme point-limite de 
points singuliers algébriques. Mais la réciproque n’est pas vraie. En effet, nous 
considérons comme point-limite de points critiques tout point au voisinage 
duquel une infinité de branches vy; se permutent avec une infinité d’autres 
branches; cette définition ne suppose pas qu'une infinité de branches se per- 
mutent entre elles au yoisinage du point considéré. 


7 
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des branches yj(x) ou point-limite de leurs intersections, la 


limite Y, de ces branches est, au voisinage de x, une fonction 
holomorphe de x. Les dérivées successives de Y, par rapport 
a x sont les limites des dérivées successives des branches yi(zx). 


Nous appellerons la limite Y, branche-limite ou Joncttion- 
limite des yj(x). 

Soient 71, Yo, --. les valeurs de y,, 72, ... pour z= a; décri- 
yons autour de x un cercle ¢ tel que, pour 7 supérieur a un 


nombre m, les yv;(#) ne présentent aucun point critique et aucun 
point d‘intersection a l’intérieur de c. Considérons ensuite une 


courbe fermée y entourant le point z et intérieure ac. Je dis qu il 
existe sur cette courbe des arcs ot la différence Yazi— Yn est 


. . . I . : 
arbitrairement petite (avec ~): En effet, par hypothese, cette dif- 


férence au point x sera inférieure a tel nombre ¢ que Von voudra 
dés que mn dépassera un certain nombre n,. Supposons alors que 
l'on ait en tout point du contour y, pour des valeurs indéfiniment 
croissantes de n, 


(15) |Y¥n+1— ¥n| > 2¢. 


Puisque la différence y,4,—y» devient inférieure a ¢ dans y 
(pour n > n7,), Vinégalité (15) exige que cette différence s’annule 
4 Vintérieur de c; or, elle ne peut s’annuler, car elle ne saurait le 
faire qu’en un point critique ou double des v,(z2) : done ¥n44—¥n 
tend bien vers zéro sur un are au moins du contour ¥. 


Je vais conclure de la qu’au point « les différences des dérivées 


. ’ " s ne are ar 
SUCEESSIVES EY fh nt I nei AD es tendent toutes vers zéro 
I 
avee —- 
n 


Posons ¥n44—¥n=Sn(@) et montrons que Pon aboutit a une 


contradiction si l’on suppose que |f, (a2 )| reste, pour des valeurs 
de n indéfiniment croissantes, supérieur 4 un nombre fixe x indé- 
pendant de n. Nous savons que /,(a) est holomorphe et bornée 


dans le cercle c, en sorte que le développement 
(16) Fala@tn)=fnla)+fh(a)nt... 


est absolument convergent, quel que soit n, tant que |n | reste 
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inférieur au rayon o de c. Désignons par A> la plus grande valeur 


f(z) 


you 


prise par le module lorsque n augmente indéfiniment. 


Nous sommes certains que la série LA,x? converge absolument 


dans tout cercle de centre x intérieur ac: car, sil en était autre- 
ment, les f, (a) tendraient (pour n croissant indéfiniment) vers une 
fonction qui présenterait un infini ou un point singulier a Vinté- 
rieur de c. Déterminons alors un nombre § (inférieur au rayon 
de c et indépendant de rn), tel que l’on ait, pour nm assez grand et 


pour | ty | reo 


Li eg 


We ao 6 oe <|Aen+ Asm. + / <5; 


puis prenons pour courbe y un cercle de centre x et de rayon 9! 
: Sy eae I : 
e aety’ 
moindre que 8. Comme /, (2x) tend vers zéro avec =? on voit que 


sl fi, (2) | restait supérieur aa, f,(2-—+-7) serait, sur le contour 
qr 
eae . 4 . . 5 
de Y, Superieur a at et ne pourrait, par suite, tendre vers zéro en 


aucun point de ce contour : ce qui est contraire au résultat ob- 


tenu tout 4 ’heure. Nous sommes done assurés que |f,(x)| est 
inférieur a % a partir d’une certaine valeur de n et décroit indéfi- 


j I : Z he 
niment avec 5 De proche en proche, on démontrerait qu il en est 


de méme des dérivées successives f(x), f”(a), .... 


Ainsi, dans le développement (16) tous les coefficients tendent 
vers zéro avec —- Il en résulte que fn OU Yn41—Yn tend vers zéro 
nv bei 


en tout point ot: ce développement converge, c’est-a-dire en tout 
point intérieur ac. Il en est de méme des dérivées y),,,— 7, 
" " 
tian pe 
Cela dit, appelons Y,, Y, Y{, ... ?ensemble des valeurs-limites 
des yi(x), y;(@), v;(v), ... en un point quelconque du cercle c. 
I! résulte de ce qui précéde : 1° que ensemble Y,, se réduisant 
aun point pour 7=2, se réduit encore a un point pour toute 


valeur de 2 intérieure 4 c; de méme les ensembles Y’, Y‘, ...; 

2° que les différences Y;— yn, Y,—y,, Y/ —y,, --. tendent vers 
, i] + . ° * 

zéro avec —- En particulier, si l'on appelle E- etic, yet On, Hy 


NOTIONS FONDAMENTALES. 29 


et K, les parties réelles et les coefficients de /—1 dans z, wn et Y,, 


on aura 
oH, : tah aK, 09, 


a ’ ty — = lim —- 


ae tee ae < Seppe 


On en conclut que Y, est, comme 9’, une fonction analytique 


holomorphe au yoisinage de «=; il en est de méme de i 
Y),--- et ces fonctions sont, de plus, les dérivées successives de la 
foncuon Y, : ce quil fallait démontrer. 

Nous avons defini la branche-limite Y, au voisinage du point a. 
Que deviendrait-elle si, nous éloignant de x, nous faisions varier x 
dune facon arbitraire? 

I] est clair que, si 2 vient a coincider avec un point-limite de 
points singuliers de branches »;(a), la branche-lmite Ye) 
pourra présenter en ce point une singularité (‘). Or, dans le cas 
le plus général, les points singuhers de ¥;(x) auront une infinité 
de points-limites : dés lors, quand x yariera d’une maniére quel- 
conque, Y, pourra engendrer une fonction multiforme Y(z), 
aussi compliquée que la foncuon y(z) d’ou nous sommes partis. 
Parfois, au contraire, la fonction-limite Y(2) sera plus simple 
que v(x), et c’est en ce cas qu’elle nous intéressera. 

De l'existence méme de la fonction-limite Y(z) on déduira la 


proposition suivante : 


Si une fonction multiforme y satisfait a une équation diffe- 


rentie/le 
dy 


(17) pies Say); 
ou f estanalytique en x et y, la fonction-limite Y satisfatt a 


la méme équation. 


En effet, pour toute branche Y, de Y, limite d’un ensemble de 
branches ,, ..-, ¥n de y, ona les égalités 


i tl 


; Ly, ; ; nae 
ar doe *, lim 7£a7, ¥ 4) = lin: ig, ony: 


oo 


(1) La démonstration donnée ci-dessus cesse d’étre valable lorsque & est point- 
limite de points singuliers ou d’intersections des y,(a). Mais on peut montrer 
que, sous certaines conditions, les points- limites d’intersections des v; ne sont pas 
points singuliers pour Y,(a) (voir le Mémoire cité plus haut p. 26, note 2), 
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Nous connaitrons ainsi une condition nécessaire pour qu’en un 
point donné les déterminations d’une intégrale y(2) de l’équa- 
uon (17) admettent une valeur-limite unique ou un nombre fini de 
valeurs-limites : il faudra que l’équation (17) aut une intégrale 
uniforme ou une tntégrale ne possédant qu'un nombre fini de 
branches ('). En particulier, pour que les déterminations de y (zx) 
n’aient d’autre valeur-limite que l’infini (comme il arrive pour les 
déterminations de la fonction inverse d’une fonction entieére), il faut 
que l’équation différentielle 


admette Vintégrale particuliére z =o. 


A ces observations générales j’ajouteral une remarque d’un 
autre ordre. 

On sait comment les analystes ont pu rendre uniformes les 
fonctions algébriques en les représentant sur des surfaces de 
Riemann composées de feuillets superposés. I] ne sera pas difficile 
dappliquer aux fonctions pourvues d’une infinité de branches le 
méme mode de représentation. 


Appelons, en effet, 7,, v2, ... les diverses déterminations d’une 


fonction multiforme en un point xz. On peut, d’une infinité de 
maniéres (en joignant entre eux ou a Vinfini les points critiques 
de y), tracer dans le plan des x un systeme de coupures tel que la 
fonction y ne prenne en chaque point qu’une valeur, lorsque z se 
meut sans franchir les coupures. Les coupures d,, dy, ... seront 
par exemple des fentes, découpées dans un feuillet plan £, et 


infranchissables pour la variable 2 : au point 2 du feuillet £,, 
y prendra la valeur unique Vy. 

Si nous voulons maintenant permuter vy avec Vy, nous devrons 
faire varier w le long d'un (?) lacet fermé L, entourant certains 
points critiques 2,, 2, .... Aplatissons ce lacet de maniére 


(1) Nous établirons directement l’existence d’une telle intégrale dans les 
exemples étudiés au Chapitre IV. 

(*) Il peut arriver que les déterminations y, et y, s’échangent entre elles le 
long de plusieurs lacets L, L’, L”,... entourant des groupes différents de points 
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a rendre infiniment petite l’aire comprise a l’intérieur de sa boucle 
(sans en faire sortir toutefois les points 2, 22, ...). Le lacet L 
tendra vers une ligne sans épaisseur, J, issue de x et parcourue 
deux fois. Soit 2, le premier point eriuique rencontré sur cette 
7 ie / = . 2 . . = 
ligne, 2, le dernier. Je prendrai pour coupure d, le segment de / 
compris entre 2, et 2,; puis, a partir de 2, je prolongerai l 
Jusqu’a lintini (ce prolongement ne passant par aucun point cri- 
tique) et j'appellerai c, le segment 2,0. Si, a partir de a, on dé- 


Fig. 1. 


* 


crit un lacet L’ qui coupe une fois la ligne c, et ne rencontre 


aucune coupure, ce lacet permutera les déterminations y, et V2: 
Cela dit, considérons un feuillet plan £, superposé a S,. Dans ce 
feuillet découpons des fentes suivant les coupures d,, dy, ...; 
puis relions #, 4 £, par une ligne de croisement (‘) placée sui- 
vant c,. La fonction y sera uniforme ‘sur ensemble des deux 


feuiilets £,, £,. Au point x du feuillet #5, elle prendra la va- 


leur V2. 
En continuant de la sorte, on obtiendra une surface de Riemann 
formée d’une série de feuillets £,, ¥., #,,... sur lesquels y(z) 


prendra les valeurs 71, V2, .)’s. +++: 


critiques. On pourra raisonner sur ces divers lacets comme nous raisonnons sur L, 
et faire correspondre a chacun d’eux une ligne ¢ suivant laquelle on ménera une 
ligne de croisement reliant les feuillets #, et #,. Ces deux feuillets seront alors 
joints par plusieurs lignes de croisement au lieu d’une seule. 

(*) On sait ce qu’il faut entendre par 1a. Considérons deux fentes superpo- 
sées ci, cl découpées respectivement dans les feuillets #, et #, suivant la ligne c,. 
Pour joindre #, et #,, on relie par une premiére nappe le bord droit de la fente c; 
au bord gauche de la fente c{, et par une seconde nappe le bord gauche de la 
fente c/ au bord droit de la fente c’}. 
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Or, MM. Poincaré et Volterra ont démontré (') que l’ensemble 


des déterminations 7,, V2, ... que peut prendre en un point x une 
fonction multiforme est un ensemble dénombrable. Il en résulte 


qu’en définissant la suite des branches y,, v2, ..- sur la série cor- 
respondante des feuillets £,, F,, ... on épuise toutes les déter- 
minations de la fonction. * 


Ainsi, il est toujours possible de construire des surfaces de 
Riemann sur lesquelles une fonction multiforme donnée peut étre 
regardée comme uniforme. II existe méme une infinité de telles 
surfaces. Mais, notons-le, la définition que nous en obtenons est 
purement théorique. Nous ne pouvons prévoir comment seront 
agencés, dans chaque cas particulier, les feuillets de la surface et 
les lignes de croisement qui les rattachent. Ce sera précisément 
lun des problemes que nous nous poserons, lorsque nous serons 
en présence d’un type nouveau de fonctions multiformes, que de 
chercher a les représenter sur une surface de Riemann aussi 
sumple que possible et appropriée a leur nature (comparer 


Chap. iil). 


V. — Appel ala notion de continuité. 


Pour clore‘ces préliminaires, je dirai quelques mots d’une 
méthode générale d’investigation qui me sera utile en mainte 
occasion. 

Crest un fait digne de remarque que, dans les différents ordres 
de sciences, esprit humain suit une marche semblable : il part 
des faits connus, puis, par continuité, cherche a s’élever de ces 
faits a d'autres faits, voisins mais plus complexes. Ce fécond pro- 
cédé de découverte, la théorie des équations différentielles ne V’a 
pas néghieé : elle en a condensé la vertu en trois ou quatre théo- 
remes sur lesquels nous allons porter notre attention, 

Supposons en premier leu qu’une équation (1) (page 8) ait 
une intégrale particuliére, y(w, Co), exceptionnellement simple 
(cette intégrale est définie par la valeur initiale Cy qu’elle prend 


(') Voir les Lecons sur la théorie des fonctions de M. Borel, Chapitre IV, 
et le Mémoire de M. Poincaré cité plus haut, p. 25, en note. 
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en un point fixe Xo). Ne va-t-on pas pouvoir tirer parti des pro- 
priétés de y (a, Cy) pour étudier les intégrales voisines, c’est-a-dire 
les intégrales qui prennent en X, des valeurs C voisines de Cy? Le 
probléme revient a chercher comment varie en fonction de C Vinté- 
grale y (a, C) (définie par la valeur initiale C), sion la suit le long 
d'un chemin déterminé. Or, c’est la une question que, dans des 
cas paruculiers, nous nous sommes déja posée (corollaires des pages 
g, 10 et 19, note). Le théoréme suivant (') y répondra : 


Sott L un chemin quelconque tissu de Xo, ne passant par 
aucun des points singuliers fives (&), et dont aucun point, sauf 
peut-étre le dernier, x, n’est point critique de Hilewas Cons 
Suivons sur L, a partir de la valeur initiale C, Vintégrale 


y (2, C) et arrétons-nous au point x: 


1° Sé la fonction v(x, Cy) de x est, pour x voisin de x, une 
Jonction holomorphe, méromorphe ou algébroide, la fonction 
y (2, C) de x et Cest pareillement, pour x et C respectivement 
voisins de x et Cy, une fonction holomorphe, méromorphe ou 
algébroide. 

2° Si gq déterminations de y(«,Cy) se permutent autour 
de x (qui est alors point critique isolé), un nombre égal (q) de 
déterminations de la fonction de x, y (x, C) se permuteront 


aupres du point x pour C votsin de Co. 


Pour démontrer la premiére partie de ce théoréme, on procédera 
comme 4 la page 20. On sait que la proposition énoncée est vraie 
pour x voisin de Xy. D’autre part, il n’est pas possible qu elle cesse 
d’étre vraie a partir d’un point z du chemin L; car soient Cj, C’ 
les valeurs de y(z’, Co) et y(z’, C): pour az et C voisins de x! et 
Cy, v sera fonction holomorphe, méromorphe ou algébrotde de C’, 


(1) Cf. les Legons de Stockholm de M. Painleve. 

(2) Si un point de L autre que le dernier était critique pour y (#, Cy), cette 
intégrale aurait ep zx deux valeurs distinctes, dont chacune engendrerait une 
fonction holomorphe, inéromorphe ou algébroide de aw et C, lorsque @ et C 
varieraient au yoisinage de x et Cy. D’ailleurs il serait toujours possible de 
déformer légérement le chemin L de maniére a n’obtenir en az qwune détermi- 
nation de y (a, C,). 

B. 3 
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cependant que C’ sera fonction holomorphe ou méromorphe de Ge 
done la proposition est yraie sur tout le chemin L. 

La seconde partie du théoréme est une conséquence du corol- 
laire de la page ro. Appelons Ve la valeur de y (x, C) au point Zet 
supposons que pour x = 2x, y(x,Cy) ait g déterminations con- 
fondues en Ve. Le résultat que nous ayons obtenu page 11 peut 
étre interprété comme il suit : lorsque les variables xz, y), 2 sont 
situées dans un certain domaine D au voisinage des valeurs z, 
Ve £, la branche d’intégrale y (x, C)= 9 (x, 7), £4) quiest égale 
ay) en x, admet g déterminations, et gseulement, voisines de Veo 
Considérons ces g déterminations pour une yaleur fixe de C yoisine 
de Cy : je dis qu’elles se permutent entre elles au voisinage du 
point a. Pour le vérifier, entourons wv d’un petit cercle y (antérieur 
au domaine D) sur lequel nous prendrons un point a’. La branche 
dintégrale y (x, Cy) a, en a, qvaleurs différentes FES ’ 6) Veog TU 
se permutent entre elles lorsque x décrit une fois, deux fois,..., 
qg fois le contour y. D’ailleurs la premiere partie de notre théoreme 
est applicable le long de y. Si done l’intégrale y (x, C) aen a! une 
premiére valeur VG suffisamment voisine de rae elle acquerra 
au méme point (lorsque 2 décrira le contour y) g—1 autres 
valeurs respectivement voisines de Wee Oe ee End’autres termes, 
We, GC) -admet, en x", g déterminations se permutant entre elles 
autour de points critiques qui tendent tous vers x lorsque C tend 
vers Co. 

Il sera souvent commode de réserver le nom de potnt critique 
simple aux points critiques algébriques ‘autour desquels se per- 
mutent seulement deux déterminations d’une fonction : lorsque 
g déterminations s’échangent autour de x, on admettra quil ya 
q¢ —1 points critiques confondus en x. Si l’on adopte ce langage, 
on peut dire qu’a tout point critique x, de y (2, Cy) correspond 
un point critique w,, de y(a, C), voisin de x, pour C voisin de Cy. 
Ainsi se manifeste entre les allures des deux intégrales une étroite 
ressemblance, dont on profitera pour étudier les propriétés 
dey (2, C), 

La comparaison de deux intégrales yoisines sera surtout in- 
structive lorsque lune des deux intégrales sera une fonction connue. 
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Mais c’est la, ne loublions pas, un cas exceptionnel. Aussi allons- 
nous, pour tirer du raisonnement par continuité tout le parti qu’il 
comporte, recourir a un arufice. 


Introduisons dans Péquation (1) un paramétre variable uw. Nous 


formerons une nouvelle équation différentielle 


dy 


ei =f(@, yp), 


ain 
_ 
lo /<] 


qui coincidera avec Péquation (1) pour une valeur particuliére de p. 
(par exemple %—=1), mais qui, pour d’autres valeurs de u 
(par exemple » = 0), pourra étre plus simple que |’équation (1). 
Si nous savons alors suivre Ja variation des intégrales de (18) 
lorsque yu. varie avec continuité de o a 1, nous pourrons déduire 
des propriétés de |’équation 
= Sf a any) 

certaines propriétés correspondantes de l’équation (1). L’apph- 
cation de cette méthode présentera quelquefois des difficultés ; 
cependant nous parviendrons souyent a la mener a bout, en nous 


appuyant sur les théorémes suivants (') : 


I. Sort le second membre de Uéquation dif/érentielle 


f dy re: , 

(19) eal, Ye P 

holomorphe pour |x—2o|<r, |y—yo|<p, |u—po|<r. 
L’intégrale y, de(18) qui prend en xy la valeur tnitiale yo est 
une fonction holomorphe de x et pour x et» respectivement 


votsins de Lo et ro. 


En effet, soit M la plus grande valeur du module de f dans le 
domaine | z — x)| <r, |¥y —yol<p,|p— po] <t. D’aprés le 
théoreme de Cauchy (page 18), lintégrale vy, que définissent les 
conditions initiales z», 7» est développable par rapport aux puis- 
sances de x—azy dans un cercle de rayon au moins égal a 


(1) Voir Porncart, Les méthodes nouvelles de la Mécanique celeste, p. 48 
et 599; Picarp, Traité d’ Analyse, t. II, Chap. VIII. 
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ie — oi ) ; dailleurs les coefficients du développement (fonc- 
tions rationnelles des coefficients de f) sont toutes fonctions holo- 
morphes de p dans un domaine fint non nul entourant y= po. 
On en conclut que lintégrale y, est, elle aussi, fonction holo- 


morphe de p. (Cf. p. g, note 2.) 


Il. Les hypothéses de lénoncé précédent étant supposées 
satisfailes, soit y\, une fonction holomorphe de y. qui se réduit 
a ¥) pour r= po. Lintégrale yy, de (18) qui prend en xo la 
valeur initiale vy, est une fonction holomorphe de x et p 
pour x et p respectivement voisins de x et o. Nous savons, en 
effet, que vy, est fonction holomorphe de x, de y, et de uv. 

Du cas ot le coefficient différenuel fest holomorphe on passera 
au cas ott il est méromorphe en retournant |’équation (18) et la 


mettant sous la forme 


dx ae rT 
ay f(a, ¥, i) 


Puis, faisant le changement de variable y= s~', on examinera le 
cas ott la valeur iniuiale yo est infinie. Enfin on étudiera Vinté- 
grale y,, non plus seulement au voisinage d’un point 2», mais le 
long d'un chemin quelconque L défini comme a la page 33. Je me 
contente d’énoncer les résultats auxquels on sera conduit [les dé- 
monstrations sont identiques a celles qui ont été données aux 
pages 10, 15 (note) et 33] : 


IH. Supposons que f(x, y, ») admette un péle pour x= xo, 
VY=INoy ~—=Ppo, et sout holomorphe partout ailleurs dans le 
¥—XLo|<r,|v—Vo|<ep, < +t. La branche 


domaine 
@intégrale vy de (18) qui prend en ay la valeur initiale y» est 


 — Ho 


une fonction algébroide de x ety pour x et » respectivement 
voisins de xo et po. Len est de méme de la branche d’intégrale 
qui prend en x) une valeur yy, fonction holomorphe de y. et se 
réduisant @ Yo pour ». = po. Soit, d’autre part, g le nombre des 
déterminations de y,, qui sont confondues en yy) pour 7 = 2. 
Lorsque les variables x et » sont situées dans un certain domaine 
du voisinage des valeurs 2, %o, la branche d’intégrale Vy admet 


q déterminations, et q seulement, votsines de yo. 
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IV. Ces divers résultats sont applicables a Péquation 
I ; as l 
Ek = => =~ 2S (a Sw) 
pour x, 3, uw respectivement voisins de 2, 0, po. 


V. Soit L un chemin, quelconque issu de x), ne passant par 
aucun des points singuliers fixes (§), et dont aucun point, sauf 
peut-étre le dernier, x, n’est point cri tique de y(x, Cy). Suivons 
sur L, a parur de la valeur initiale C, Vintégrale yy (a, C) : 

1" Si la fonction de x, yy,(x, C), est, pour x voisin de x, une 
fonction holomorphe, méromorphe ou algébroide, la fonction 
de xr, net C, yy(x, C), est pareillement, pour x, p et C respec- 
tivement voisins de x, uo et Cy, une fonction holomorphe, mé- 
romorphe ou algébroide. 

2° Si q déterminations de yy,,(ax, Co) se permutent autour 


du point x, un nombre égal, q, de déterminations de la fonc- 


tion de x, ¥y4(x, C), se permuteront au voisinage du point x, 
pour vet C respectivement votsins de Uo et Ce 


Tels sont les théoremes fondamentaux qui permettent de com- 
parer entre elles les intégrales de l’équation (18) pour deux va- 
leurs yoisines du paramétre yp. Faisons en particulier 2» 0 et 
considérons l’intégrale y,(2, C) le long dun chemin L ot yo (z, C) 
est holomorphe. D’aprés ce qui précéde, on peut, le long de ce 
chemin, déyelopper yy, par rapport aux puissances entiéres de p. 
Les coefficients du déyeloppement seront des fonctions de & qu’il 


sera facile de déterminer. Posons, en effet, 


YS=O+ H+ Oop +... 


et substituons cette série 4 y dans les deux membres de l’équa- 
tion (19). Développant le second membre par rapport aux puls- 
sances de », nous aurons 


eee) ete ae 


ot yet+...= f(z, a0, 0) + Oy Ov. 


Cette égalité doit étre satisfaite quel que soit ».: done les coeffi- 
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cients des puissances semblables de u sont égaux dans les deux 
membres, et l’on a : 


A ; 
oom = f(%, Yo, 0), 


de fen OK CE 90,0), Ne G0, Q) 
ae oy “a Ov. ; 


On pourra ainsi calculer de proche en proche les coefficients 
20, M1, G2, ---, Chacun d’eux étant défini (lorsque les précéd ents 
sont connus) par une équation différentielle linéaire. 


CHAPITRE II, 


CROISSANCE ET ALLURE D’UNE BRANCHE D’INTEGRALE. 


Considérons un point singulier transcendant au voisinage du- 
quel s’échangent une infinité de branches d’une méme intégrale. 
Pour étudier ce point singulier, il y aura lieu de traiter deux pro- 
blémes distinets : 1° étude d’une branche d’intégrale cso/ée au voi- 
sinage du point singulier: 2° étude du mécanisme au moyen du- 
quel cette branche s’échange avec les autres. 

C’est du premier de ces deux problémes que je vais m’occuper 
dans ce Chapitre. Je me bornerai d’ailleurs a ’équation différen— 


tielle 
dy FE (ae) 


ee ne 
dx af Gta} 


(1) 


ou © et 2 sont des polynomes par rapporla y et par rapport a x, 
et Je supposerai le point singulier transcendant renyoyé a linfini. 
Je chercherai done a étudier Vallure des branches d’intégrales (') 
de l’équation (1) lorsque le module de x augmente indéfini- 


ment (7). 


I. — Branches dintégrales a croissance exponentielle. 


Soient p et g les degrés des polynomes & et Q par rapport a y. 


(1) D’une maniére générale, j’entends par branche d’intégrale : au sens large, 
une intégrale suivie le long d’un chemin direct (voir p. 45); au sens restreint, 
une intégrale suivie le long d’un chemin rectiligne (en ce cas je désignerai la 
branche d’intégrale par l’expression : ensemble des caracteéristiques issues d’un 
point donné avec une valeur initiale donnée, voir p. 58). 

(2) Crest M. Borel qui s’est, le premier, systématiquement préoccupé d’étudier 
la croissance des fonctions définies par les équations différentielles [ Memoire 
sur les séries divergentes (Ann. sc. de UV’Ec. Norm. sup., 1899)].— Cf. Linpe.ir, 
Bull. de la Soc. math.-de France, 1899. 
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Je distinguerai deux cas suivant que p—q est égal a 1 ou différent 
de 1, et j’examinerai d’abord le premier cas. 
Lorsque p — q = 1, l’équation proposée est de la forme 


dy 
(2) jg (Ut MY +... apy?) = bo +...+ bpy?, 
’ ~ 
les aet b étant des polynomes en x. Pour étudier cette équation, 
il convient encore de distinguer deux cas, suivant que le degré de 
b, est supérieur ou égal, ou bien inférieur au degré de ap. Je 
supposerai ici la différence » des degrés de bp et ap positive ou 
nulle, et je montrerai qu’en ce cas il y a entre la croissance des inté- 
erales de l’équation (2) et la croissance des fonctions entiéres une 
remarquable analogie. D’ailleurs, les intégrales de (2) jouissent 
d’une propriété qui nous incite naturellement a les rapprocher des 
| 
fonctions entiéres : ces intégrales ne présentent aucun infini a dis- 
s 
tance finie. En effet, si l'on pose y= 3~', on transforme |’équa- 
tion (2) en 
dz — 3(bysP4+...+b,) 


— +f 
dx aj sv '—...+a,y 


et la nouvelle équation n’admet d’autre intégrale nulle a distance 
finie que l’intégrale constante z= y—'=o0. 


Pour étudier les intégrales de (2), nous poserons vy = we et 


Placons-nous a l’extérieur d’un cercle contenant les zéros de ap 
et bp, et faisons varier 2 sur un rayon issu de lorigine. Nous pou- 


6 


3 . b , t 
vons écrire — — C + P, C.étantun polynome de degré p. et = une 
Ap a . a 


fraction rationnelle de degré négatif oa nul. On yoit alors que 
lorsque le module | 


augmente indéfiniment le terme en x est 


| b 
prépondérant dans ont pareillement (') le terme en xt+! est pré- 
P 
aa) 
pondérant dans —dzx. Soit gxt' ce terme : quelque peut 
0 ap = 


(1) Pour le vérifier en toute rigueur, il suffit de se reporter a l’expression gé- 


b 
nérale de lintégrale de la fraction rationnelle —. 
p 
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que soit ¢, on aura a partir d'une certaine valeur 7 de x linégalité 


‘logu : | 


Eerrt 


On conclut de la que, dans » +1 angles ayant pour sommet l’ori- 
: ‘ I— a)t E : ‘ 
gine et pour amplitude c—2)e (# élant un nombre arbitrairement 
= 


peut), le module de w augmente indéfiniment avec |x|, tandis que 
dans 1+ 1 angles alternant avec les précédents ce module décroit 
indéfiniment. Plagons-nous dans l'un des 1-1 premiers angles, 
et supposons que x s’éloigne indéfiniment sur un rayon R. On 
peut trouver un nombre positif & tel que l’on ait, sur R, a partir 
d’une certaine valeur 7’ de | x|, 


(3) [u|>erizh™, 


Cela dit, revenons a |’équation (2). Nous avons posé y = up. 


u r . 
Tenant compte de la valeur de =? nous écrirons 


, byt... + bp uP oP-1— _u' (ayo +... + ap UP? 9P—!) 
Qu... apurer 


Nous allons chercher une limite supérieure du module | ¢’| sur le 
rayon R. 

Désignons par ¢ un nombre supérieur aux degrés de tous les 
polynomes a et b, et supposons provisoirement que ]’on ait a partir 
d’une certaine valeur de | x | 


(4) Jue|> |x]: 


Dans ces conditions, lorsque || deviendra trés grand, tous les 
termes du dénominateur de o’ s’effaceront devant le dernier. D’ail- 
leurs | ap | reste supérieur 4 un nombre fini non nul. On pourra 
done trouver un nombre positif 4 tel que l'on ait a partir d'une 
certaine valeur 7” de | z| Vinégalité 


(5) Module du dénominateur de o > h| ure}. 


D’autre part, quand | x | est trés grand, ona 


r 


u 


u 


b, 


ulna |p+-1 


Ap 
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et les modules des polynomes a, 6 sont tous inférieurs a | a |°T'. 
On peut donc trouver un nombre .positif 2, tel que l’on ait, a par- 
tir d’une certaine valeur 7” de | z|, Vinégalité 


(6) Module du numérateur de ¢’< h,| uP! yP-17o+p+2 |, 


Soit alors 7» un nombre supérieur a7’, 7”, 7” et tel que, pour 
|x| > 7, Pon ait 


St, lorsque |x| croit a partir de ro, l’inégalité (4) est satis- 
faite sur le rayon R, les inégalités (5) et (6) y seront également 
satisfaites, de méme que l’égalité (3). Il en résultera que 


k pri 
; hy Leper ere =o 
jv lms H——— <]a|he * 
h | w | 
Posons | z| = 7, et soit ¥) la valeur que prend ¢ (sur le rayon R) 
au point zy de module 7). Nous aurons 
r k oper k uti hk wtt 
Soe aa) ere 
Jv —v|< (B-4+I)rhe * ON EAR —e * c 


“Do 


Dés lors, si nous choisissons une valeur initiale v9 satisfaisant 
a Pinégalité 


otic estun nombre positif, le module de ¢, lorsque x s’éloignera 
sur R, restera compris entre les limites 


(8) <|o|<[eo] te 


Nous avons obtenu cette double inégalité (8) en supposant l’iné- 
galité (4). Or partons du point 2» avec une valeur initiale vy vé- 
rifiant Vinégalité (7). A fortiori, on aura en x l’inégalité (4). 
D’ailleurs, lorsque x s’éloigne sur R, la double inégalité (8) ne 
peut cesser d’étre vérifiée tant que linégalité (4) est elle-méme 
vérifiée. Mais, réciproquement, tant que |¢| est supérieur a c, 
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[| | satisfaisant a (3)], ona 
| we | > ceklal’, 

done linégalité (4) ne peut cesser d’étre vérifiée avant Vinéga- 
lité (8). On en conclut que les inégalités (4) et (8) ne 'cessent, ni 
lune ni lautre, d’étre vérifiées lorsque x s’éloigne sur R. 

La persistance de la double inégalité (8) étant ainsi établie, 
nous pouvons résumer les résultats acquis et formuler les conclu- 
sions suivantes : 


Appelant » une intégrale quelconque de |’équation (2), nous 


poson 
ae b 3 
eee 
0 


et nous considérons les u +1 angles, ayant pour sommetlorigine, 


wn 


(9g) vy — 2P,; u=—c 


ot lon a, a partir d’une certaine valeur de | x |, 
Ju|>ecklar (A nombre positif indépendant de 2). 


Dans l'un quelconque, A, de ces angles, nous prenons un point 
xz, dont le module est supérieur a certains nombres que nous avons 
définis; puis, lorsque x s’éloigne indéfiniment dans Vangle A a 
parur de x», nous considérons la branche d’intégrale y qui 
prend en xp la valeur initiale yo = vy) u(@o). 

Cela posé, nous avons démontré que, sf LE MODULE DE LA VALEUR 

k pri 
— sll ; : : 
INITIALE Vg EST SUPERIEUR AC © , LA BRANCHE D INTEGRALE (9) 
A, DANS L ANGLE A pour | Z| >>/9, UN MODULE VERIFIANT LA DOUBLE 
INEGALITE 


Je 1 
? 


pri 


ehlx] <|ly|<esiel 


et A, étant des nombres positifs non nuls, indépendants de 2. 

Ainsi, il existe une infinité de branches d’intégrales de (2) qui, 
dans les ae 2 angles que nous avons définis, se comportent comme 
des exponentielles. Ces branches ne présentent, dans les angles 
considérés, ni zéro, mi pole, ni point singulier. Nous dirons que 
leur croissance est du Type EXPONENTIEL. 

Les résultats que nous yenons d’énoncer supposent, on s’en 
souvient, que le degré du polynome bp est supérieur ou égal au 


degré du polynome ap, en dWautres termes que uo. Sip était 
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négatif, il serait vain d’étudier, pour || tres grand, la croissance 
des branches d’intégrales de (2) :,car, en général, ces branches ne 
x|(du moins lorsque p <—1). 
En revanche, si l’on connait une intégrale rationne/le Y de Véqua- 


croitraient pas indéfiniment avec 


tion (2), on pourra parfois ramener le cas py << 0 au cas p20. Fai- 
sons, en effet, sur ’équation (2) le changernent de variable 


y—-Yet=7-1. 


L’équation différentielle 4 laquelle satisfait  admet |’intégrale par- 
ticuliére € = 0. Elle est donc de la forme 


ao BiG ep ; 


ax bow. ly CP 


On en conclut que l’équation a laquelle satisfait 7 est une équa- 
tion rationnelle de la forme (2). Si dans cette équation la diffé- 
rence p. est positive ou nulle, nous pouvons appliquer notre théo- 
reme. Nous constatons que, dans les ut angles définis plus 
haut, Pintégrale générale se rapproche indéfiniment (lorsque | 2 | 
va en croissant) de Vintégrale rationnelle Y. Dans ces angles la 
différence y— Y est comparable a l’exponentielle e-Nialh )! pes 
tanl compris entre deux nombres positifs indépendants de x. 


H. — Branches dintégrales a croissance rationnelle. 


Nous allons supposer maintenant que dans léquation différen- 
tielle 


P(. ae 
(10) y= Se) ‘Aan Bye Oy? 
QV (2, VW) Qy+...+ ay? 


les degrés p et g des polynomes p et 7 ne sont pas liés par la rela- 
tion p—q=1. 


A. Sorr, mN PREMIER LigU, p—q <1, c’EsT-A-pirE gZp. Dans 
cette hypothése, les intégrales de l’équation (10) ne présentent au- 
cun infini a distance finie. En effet, si ’on pose 97 = 3~', 5 salis- 
fait a une équation différentielle dont aucune intégrale (excepteé 
Vintégrale particuliére 3 = 0) ne s’annule a distance finie. Je vais 
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démontrer que, lorsque |x 


augmente indéfiniment, wre branche 
@intégrale quelconque de Uéquation (1) croit moins vite qu'une 
puissance finte de | x}. 

Pour donner un sens précis a cet énoncé il faut définir la nature 


du chemin sur lequel x s’éloigne indéfiniment. J’appellerai doré- 
nayant chemin direct (dans le plan de la variable z) tout chemin 
dont la longueur est finie ou qui est transformé, par le changement 
de variable . = ~', en un chemin de longueur finie. Plus préci- 
sément, si 2, 2’ sont deux points queleonques d’un chemin di- 
rect L, je suppose que le rapport ——— a 9 inférieur a un 
corde 7a" 
nombre donné k qut conservera une valeur fixe dans tous nos 
caleuls. 

Cette définiton donnée, appelons ¢ un entier supérieur aux 
degrés de tous les polynomes a et b. Je dis que, LorsQUE & § ELOIGNE 
INDEFINIMENT SUR UN CHEMIN DIRECT, TOUTE BRANCHE D'INTEGRALE 
DE (10) SATISFAIT, A PARTIR D'UNE CERTAINE VALEUR DE 2%, A L‘INE- 
GALITE 

ly|<|2 |. 


Faisons d’abord une remarque préliminaire : tl nest pas pos- 
, Cinégalité 


sthle quwon ait, a partir d'une certaine valeur de |x 
(11) ly [> |e lore (a> 0) 


en tout point d'un chemin direct L prolongé tndéfiniment. 

En effet, soient p’ et q/ les degrés (en x) des polynomes bp et aq, 
el solent respectivement by et Bs les coefficients de x?’ et 2? dans 
ces polynomes. Quelque petit que soit ¢, on peut trouver un 
2. On ait 


nombre s tel que, pour |xz|>~ret|y|>|z 
PX 2. 6 AY, b, xP yP rTP yP 


Q(z, ¥) agent yt 


a 


vr yd 


Dés lors, si x est extérieur au cercle S de rayon r+ qui a pour 
centre l’origine, l’inégalité (11) entraine, pour une branche quel- 


conque de (10), 


Ela) | Coca 


\ q—p vy by np! —q' 
(12) Pitas le ae te 
aq 
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+) ae 
Admettons qu’a partir d’un point 2» on ait Vinégalité (11) tout 
le long d’un chemin direct L, sun lequel | z| est croissant. Appe- 
lant 2 un point quelconque de ce chemin, nous aurons, si 


pgs; 


i [ara del kia?" |z—a| kl zl le— xo, 
ale 29 


k étant le nombre fixe qui figure dans la définition des chemins 
directs que nous avons donnée plus haut. Intégrons les deux 
membres de (12) le long de l’arc xo, il viendra (') 

looker ITP op) sg oP ae a 
G—p--1 ie p—q-+t 


zie 


(13) 4 
| <ek 


D’aprés nos hypothéses, g — p-++1 est supérieur ou égal a1. 
D’autre part, p'’— g'+ 1 est inférieur a p'+-1, a fortiori ao +1. 
Donec, lorsque |x| croitra indéfiniment, l’inégalité (13) donnera 


certainement, a partir d’une certaine valeur de |x|, 
wall elelit 


quelque petit que soit le nombre positif <. D’ot il faut conclure 
que Vhypothése selon laquelle Vinégalité (11) serait satisfaite, a 
partir de Zo, sur tout le chemin L, est une hypothése inadmis- 
sible. Quel que soit le nombre positif a, il existe sdrement sur L 
des points de modules arbitrairement grands ov | y |S] a |o+'**. 
Cette remarque faite, je démontre que, sur le chemin direct L 


ott |#| est croissant, il ne saurait y avoir des points x arbitraire- 


(1) On sait que, si l'on intégre une fonction f(a) le long d’un chemin L quel- 
conque, on a Pinégalité 


[ f(a) az 2 / I f(x) da |. 
“Lb CB 
ac : Serive inéoalité 3 ey = f : Jac c ‘ 
Je suppose, en écrivant Pinégalité (13), que p= p’— gq’ n’est pas égal a —1. 
La démonstration subsiste d’ailleurs lorsque p= —1, a cela prés que w'+4— oe 


@ 
est remplacé par log —-« 
x, 
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ment éloignés ot Von ait 
(14) TS [2 [Pes 
Supposons, en effet, qu il existe de tels points z. D’apreés la 
remarque précédente, on pourra toujours trouver sur L (si | x | est 
assez grand) des points 2, tels que r<|a29|< | x |, ot. lon aura 


| (20) | =| xo] S| xo [++ (o <a <1). 


Parmi ces points, appelons spécialement x, le dernier rencontré 
avant d’arriver en & (lorsqu’on suit le chemin L en se diri- 
geant vers l’infini). Nous aurons, en 29, | yo |=| xo |[°F'*%, sur 
are 2px de L, | ¥|>|x|2+'*%. Dés lors, Vinégalité (13) sera 
vérifiée, comme plus haut, sur l’are az. Posant Po ee 
remplacant |) | par sa valeur, on aura 


UHI 


ly (a)r rt | Pm | ry [(o+i+a(g—p +t) ae a ae ek| x Bal 
Ny i am 


Etant donné que etre il est clair que, lorsque 
|x| dépasse un certain nombre, la dermiére inégalité écrite est 
incompatible ayec l’inégalité (14). On est done conduit a une 
contradicuon si lon suppose linégalité (14) vérifiée pour des 
valeurs de |x| arbitrairement grandes. Ce qui démontre le théo- 


réme nonce. 


B. Sorr, EN sECOND LIEU, p—q>1 ov p—gq2Z2. Dans cette 
hypothése, les intégrales y de l’équation (10) ont, en général, des 
infinis a distance finie. On ne peut done plus, lorsque x s’éloigne 
indéfiniment sur un chemin direct quelconque, assigner une limite 
supérieure au module de y’.. Néanmoins, en nous inspirant de la 
théorie des fonctions méromorphes, nous obtiendrons quelques 
indications intéressantes sur la croissance des intégrales y. 

Pour étudier ces intégrales, j’établirat deux lemmes prélimi- 


naires. 


Lemme I. — Appelons x; un infini de Vintégrale y, o un 
entier supérieur aux degrés de tous les polynomes a et b. Je 
dis que, si |x;| est supérieur a un certain nombre r, on peut 
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entourer x; d’un cercle c; Joulssant des propriétés suivantes ¢ 


1° A Vintérieur et sur le contour de c;, la branche d’inté- 
grale infinie en x; a un module supérieur a ea ise a étant 
un nombre positif arbitrairement petit; 

2° Sur le contour de c;, le méme module est inférieur a 
jx |er't8, B étant un nombre positif compris entre « et i. 


Au voisinage de x;, on a l’inégalité (11) 
ljve | w [2+i+e 


sur tout are issu de z;. Or nous avons vu qu’on peut trouver un 
nombre 7 tel que, pour |2;| >7r, Vinégalité (11) entraine Viné- 
galité (12). Intégrant cette inégalité le long d’un chemin direct, 


nous aurons, puisque g — p+i1<oet|[y(2,)|\¢ ?t'=0, 


(5) [yoy BIE" (win — a) cek(p—q—y alee 
ou | x | est la plus grande valeur de | z |" sur le chemin 2,7, pv la 
différence des degrés p’ et g’, et ¢ un nombre qui sera arbitraire- 
ment petit si l’on a pris 7 assez grand ('). 

Autour de 2; comme centre, tracons un cercle c; de rayon 


) 


6 = x;)| (O-+1+4')(p—g—l)—p 


a’ étantun nombre positif inférieur a1. L’exposant de | 2;| dans 
phe : baba eer os 
lexpression de 9 sera négatif, puisque |u|<s, p—g—121. 
Donc le rayon de c; tendra vers zéro avec | x, hea 

D/ailleurs, si |2;| est assez grand, nous aurons, en tout point 
du chemin 2; intérieur a c;, les inégalités (*) 


| alt+p. — att Lae 
|<1% — 22] (lal = Dt, 


y — Xj Ot || ate) ie 
| 2 xi| (| il+=e) = [pe 


|a—2a;|(la;| = p)he< | xv [|e —a;|<|x—2;| (Ja; | 9)P, 


(1) Voir p. 46, note. 
(*) Ces inégalités s’obtiennent aisément. D’une maniére générale, posons 


|e—a2,|=|2,|"F¥Se (P>0); 
ona 
gi — ait bg VS . tee (uw — 2) (yp — 3) 
ar ear = (@—a)a%| 1+ ? etn at RS tate], 


CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D’INTEGRALE. 49 
ot lon devra prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs 
suivant que » >o ou »<—1; et, d’autre part, étant donnée la 
valeur de gen fonction de x;, on peut (quel que soit le nombre 

ihe Bi . 
positif x” < «') prendre 7 assez grand pour que l’on ait, lorsque 
[2i|>r, 

aes ek) (p—q —1)p(| ar; | + 0) ( | x; | =— 9 )(o+1+a")ip—g—t), 


(i— ek) (p—q—1)p(|2i| = 9)# > (| a | + p)-ertea'+an(p—q-1), 


Interprétons alors Vinégalité (15) en supposant 7 ainsi déter- 
miné. Un calcul facile nous montrera que l’on a, en tout point 
de cj, 


(6) ly is p—q-1) a | x | (o+1+0")(p—g—1) 


et, sur le contour de cj, 


(17) ly [>2-91) Saies [lo +1+0'+00")(p— q-1), 


Si lon a pris z, a’, 2” assez petits pour que 
Opa B= a'+ a” <1, 
on conclura de ces deux derniéres inégalités que le cercle c; satis- 
fait bien aux conditions posées par |’énoncé du lemme. 

Or, remontons le fil de notre démonstration. Nous venons 
d’établir que, lorsque x s’éloigne de x; dans c¢;, aussi longtemps 
que Vinégalité (11) est vérifiée, il en est de méme des inéga- 
lités (15), (16), (17). Je dis qu’aucune de ces inégalités ne peut 
cesser d’étre vérifiée dans c;. En effet, supposons que l’inéga- 
Jité (11), satisfaite sur l’are z;x', cesse de Vétre au point 2’; sur 
Vare z;z', on aura l’inégalité (16), laquelle entraine, a fortiort,, 


w étant un angle réel. Donc, si |z,| est assez grand, le module du second membre 


sera stirement compris entre les timiles 


a Se Se — 2| -+ 1 
jo —a,ae[r— a ha], j2—aillaie[+ BaP ay] 


2 


et, a fortiori, entre les limites 


d’ou l’on déduira les inégalités écrites. 


B. 4 
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Vinégalité (11); done cette derniére est nécessairement satisfaite 
sur un arc plus grand que 22". Le premier lemme est donc com- 
plétement démontré. 

Nous avons supposé, tout a l’heure, la valeur initiale y(2;) 
infinie. On voit sans peine que cette hypotltése n'est pas indispen- 
sable; il suffirait de modifier légérement les formules écrites pour 
appliquer la démonstration précédente au cas oll, au point 2;, on 
a seulement l’inégalité 


(18) ly (BP) | = [eer avec fale 
Je puis donc énoncer le lemme suivant : 


Lemme I. — Soit une branche dintégrale y qui satisfait 
en un point x, a Vinégalité (18). Si |ax,| est supérieur a un 
certain nombre r, on peut entourer x, d'un cercle c’, de rayon 


pee (ai [Seta he—e— U. (a°< B —«), 


a Vintérieur duquel |y| est supérieur a |x|t'*4, et sur le 
contour duquel || est inférieur a |x |\ot't8 (a<B<y). 


On en conclut de la que la branche y devient nécessairement 
infime a Vintérieur de c). En effet, lorsque | v| croit depuis 
| y(#;)| Jusqu’a Pinfini, le point x, variant a partir de z;, ne peut 
sortir de c,; il décrit un chemin / aboutissant en un point 2; inté- 
rieur ac,. Tragons le cercle c; relatif a ce point 2; (en appliquant 
le premier lemme). Le chemin / sera tout enuer contenu dans ¢;. 
Done x; esta Vintérieur de cj. 

De ces divers résultats nous déduirons le théoréme suivant : 


Sott x un point quelconque extérieur aux cercles c; décrits 
autour des infinis x; d’une branche dintégrale y. Pourvu que 
|x| dépasse un certain nombre fini r, la branche d’intégrale 
considérée satisfait a Vinégalité 


ly(a)| <a |e. 
Kin effet, d’aprés le second lemme, tout int x! ot Lte iné 
4 1 dapres le se es , point 2; ou cette inega- 


lité n’est pas satisfaite est intérieur a un cercle Cis 


Quelle est la portée du théoreme que nous venons d’énoncer? 
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Il est clair que ce théoréme ne nous intéressera qu’autant qu’il 
existera des points 2 extérieurs a tous les cercles c;. Nous sommes 
ainsi conduits a étudier plus en détail les cercles c; et leur distri- 
bution. 

En premier lieu, je dis que la branche d’intégrale qui est 
infinte en x; ne présente pas, a Uintérieur de c;, d’autre infin 
que Xj. 

Pour le démontrer en toute rigueur, nous introduirons dans 
Péquation (10) un paramétre variable p (conformément a la mé- 
thode exposée au Chap. I, § V). 


Considérons Péquation 


(19) of = bp yl + wl bp yPt+...+ bo) 
Ag YI+ (Ag v7! +..-+ ag) 


et faisons varier u deo a1. D’aprés notre premier lemme ('), la 
branche d’intégrale y, de (1g) qui est infinie en x; satisfait (quel 
que sot 1) a Vinégalité (16) dans ¢; et a VPinégalité (17) sur le 
contour de c¢;. D’ailleurs, aucun point de c; ot yy est fini ne peut 
étre critique pour cette intégrale. En effet, nous supposons r assez 
grand (p. 45) pour que |z| >ret|y|>|x|? entrainent 


— = xP’-7 yP-9| <e| xP'-9 yr-F |, 
a 


Done Vintégrale y, satisfait a cette inégalité dans c;. Des lors, a 
Vintérieur de c;, Q(z, vy) ne saurait s'annuler pour aucune valeur 
finie de Vy. 

Nous concluons de 1a que les théorémes du Chapitre I (§ V) 
sont applicables 4 lintérieur et sur le contour de ¢;. Si, pour une 
valeur vy de », ¥y, n’a qu'un infini dans c,, elle n’en aura encore 
quwun pour les valeurs de p voisines de po. Or, nous savons que, 
lorsque p. est nul, lintégrale yy n’a dans c; qu’un infini 2,3 sup- 
posons que, pour »=1, elle en ait plusieurs; alors, il devra 
exister des valeurs u/ de p(o <|u/| <1) pour lesquelles yy, aura 


un ou plusieurs infinis sur le contour de c;; mais, d’aprés Viné- 


(1) La valeur que nous ayons assignée au rayon p de c; ne dépend que des 
exposants p, g, p', g’, 7; elle est donc indépendante de p. 
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galité (17), cette circonstance ne. peut se présenter; donc l’hypo- 
thése faite est inadmissible. 

D’ailleurs, d’apres ce que nous venons de dire, la branche 
dintégrale infinie en x; ne présente aucun point critique 
dans c;, sauf peut-étre au point x; lui-méme. Le point 7; sera 
critique si p —q23; il permutera p — q —1 déterminations. 

Des propriétés des cercles c; que pouvons-nous conclure rela- 
tivement a Jeur distribution dans le plan de la variable x? 

Si Vintégrale vy qui est infinie aux points x1, Xq,..-, Li,... 
était une fonction uniforme de x, nous pourrions affirmer que 
les cercles c; relatifs aux points x; seraient tous extérieurs les 
uns aux autres (du moins pour | 2;| > 7). 

Appelons en effet #, un nombre positif inférieur au nombre « 
qui figure dans l’énoncé du premier lemme, et appliquons de nou- 
veau ce lemme, en remplacant # par a,, 8 par a: on peut entourer 


le point x; d’un cercle c; tel que lon ait, dans ce cercle, 


d 
| \ => |e leh, et sur sen, contour || <))m\ett*. Le cercle.e; 
est concentrique au cercle c;, mais de rayon plus grand; comme cj, 
il ne contient d’autre infini de y que le point 2;. Dés lors, si le 
cercle c; relatif a a; coupait le cercle c;, il couperait nécessai- 
rement le contour de c;. Il y aurait done un are de c; intérieur 


ac; sur lequel on deyrait avoir (premier lemme 
J q | 
ll | = eee |ort+o, 


ce qui nest pas possible, d’aprés la définition de ¢; : on en conclut 
que les cercles c; etc; ne se coupent pas. 

Les choses se passent autrement lorsque Vintégrale y est une 
fonction multiforme; il peut arriver alors que toute valeur de x 
soit intérieure & un ou plusieurs cercles cj. Mais nous pourrons 
néanmoins ramener ce cas au précédent, a condition de faire 
varier z non plus sur un plan, mais sur une surface de Riemann. 

Jai rappelé (p. 31) qu’on peut toujours regarder vy comme fonc- 
tion uniforme @un point mobile sur une surface de Riemann, 
surface formée de feuillets superposés sur lesquels on a tracé 
un certain nombre de fentes (coupures) et que relient entre eux 
des lignes de croisement menées suivant certaines coupures. 

Si p—q <3 les points 2; sont, nous lavons dit, des points 
ordinaires de vy : on peut alors disposer des coupures de maniére 
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quelles ne pénétrent pas dans les cercles cj. Si p—q23, 
P—q—1' déterminations se permutent autour de 2;; la surface 
de Riemann a, par suite, au voisinage de x,;, p— gq —1 feuillets 
reliés entre eux par des lignes de croisement issues de x;; d’ail- 
leurs, nous pouvons toujours disposer de ces lignes de croisement 
de maniére qu’au yoisinage de x; elles coincident avec un méme 
rayon du cercle c;. Dans lun ou l'autre de ces deux cas, le raison- 
nement de la page précédente est applicable a la surface de Rie- 
mann. I] établit que, sur cette surface, des cercles c; relatifs aux 
potnts x;sont tous extérieurs les uns aux autres (du moins pour 
| BF > rh 

Nous voici maintenant en état de tirer de la proposition de la 
page 50 toutes les conséquences qu'elle comporte. 

Etant donnée une branche @intégrale queleonque de l’équa- 
tion (10), regardons-la comme fonction uniforme d’un_ poimt 
variable sur une surface de Riemann. Sur cerrE SURFACE IL EST 
TOUJOURS POSSIBLE DE TRACER DES CHEMINS DIRECTS S$ ELOIGNANT IN- 
DEFINIMENT ET NE PENETRANT DANS AUCUN CERCLE C; [1] suffit (‘) 
de faire passer les chemins entre les cercles c;|; EN TOUT POINT DE 
CES CHEMINS, ON A, A PARTIR D'UNE CERTAINE VALEUR DE |X|, L’INE- 
GALITE 

(yr4 << |. arias, 


ou ¢ désigne un entier supérieur aux degrés de tous les coeffi- 
cients a et 6 de l’équation (10). La propriété, démontrée sur la 
surface de Riemann, subsiste d’ailleurs, bien entendu, si Von 
regarde les chemins considérés comme des chemins plans. 

En quoi ce résultat distingue-t-il l’équation (10) de l’équation ( 2) 
étudiée au paragraphe précédent? Nous avons obtenu des inté- 
grales de (2) qui croissent plus vite qu’une certaine exponen- 
tielle lt" (si u>o) qua nd x s’éloigne indéfiniment dans certains 
angles A [d’ailleurs le rapport de l’aire totale des angles A a Vaire 
d’un demi-plan est un nombre (1 — #) arbitrairement voisin de 5 


c’est pourquoi nous étions conyenus de dire que la croissance des 


(1) On partira d’une droite et l’on remplacera tout segment intérieur a un 
cercle c, par le plus petit are dec, qui sous-tend ce segment. Le chemin ainsi 
obtenu sera sirement direct. 
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intégrales de (2) est du type exponentiel. Au contraire, nous 
constatons que les intégrales de (10) croissent moins vite qu’une 
puissance finie de |z| lorsque x s’éloigne indéfiniment sur un 
chemin, qui est assujetti (sip—gq22) a ne pas pénétrer dans 
certains cercles ¢;; d’ailleurs, lorsque les cercles ¢; sont infiniment 
éloignés, leurs rayons deviennent infiniment petits, et il serait 
facile de démontrer que le rapport de l’aire totale des cercles ¢; 
a Paire de la surface de Riemann sur laquelle ils sont tracés est 
égal ao. C’est pourquoi nous conviendrons de dire que la crois- 
sance des intégrales de (10) est du TYPE RATIONNEL. 

“Nous obtenons ainsi une premiere indication sur les intégrales 
de l’équation (10); mais c’est une indication bien vague encore. 
Ainsi, nous avons trouvé une limite supérieure (') du module 
dey, mais pas de limite inférieure. [] y aurait donc lieu de pour- 
suivre l’étude que nous venons d’ébaucher, et peut-étre convien- 
drait-il, pour la pousser plus avant, de particulariser le probléme. 
On ferait certainement ceuvre utile en entreprenant une série 
@études monographiques sur l’allure des intégrales des divers 
types simples d’équations (1). On obtiendrait ainsi de précieux 
renseignements sur la nature des fonctions qui satisfont a ces 
équations et sur les complications qui s’introduisent lorsqu’on 
éleve les degrés des coefficients. C’est ce dont nous allons nous 
rendre compte en traitant ici méme quelques-uns des cas les plus 


simples. 


Il. — Léquation y'+ Agp+Avy + Any?+ Agy?=o: 
Premier exemple. 


Considérons ’équation 


(20) i+ Apt Ary + Ary?+ Asy? =o, 


(7) Gest dans le cas ott les branches dintégrales yv augmentent indéfiniment 
(quand & s’éloigne vers l’infini sur certains chemins directs) quil est intéressant 
de connaitre une limite supérieure de | y]. Si les branches y, au lieu de tendre 
vers Vinfini, tendaient vers une valeur finie A, on pourrait leur appliquer les 
résultats des pages précédentes, a condition de faire le changement de va- 


viable y — A= y-'. On verrait alors que x croit moins vite que | @ |°+, 
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ot les A sont des polynomes en 2. Pour étudier en détail la crois- 
sance des intégrales de cette équation, il y aurait lieu de distinguer 
un grand nombre de eas et de sous-cas : 


1. Supposons d’abord que Ay= A,= 0, et soient my et ms les 
degrés des polynomes A, et Aj. Les intégrales de l’équation 


(21) y +Acy?+ Asyi=o 


ou de léquation transformée 


sont, au point de vue de la croissance, du type rationnel. Admettons 
a priort (ce quil faudra ensuite vérifier) que les intégrales 
deviennent infinies comme une puissance déterminée z* de z, et 
cherchons quelle devra étre, dans cette hypothése, la valeur de +t. 
Les termes zz', Ay sz, A; deviendront respectivement infinis comme 
r=, 7™**, 7™s, Puisque ces termes doivent se détruire, il faut 
que deux des trois quantités 27—1, m,+7, m; soient égales 
entre elles et supérieures ou égales a la troisiéme. D’oti les cas 


suivants : 
1. 2t—1=m3;>my,+7. Ce cas se présentera si m3 > 27m2-+1. 
2. 2t—1l=m,e+t> m3. | . 3 
» Ces cas se présenteront si m3< 2mg+t. 
3 Me+t = M3 >27—1. J 
4, 2%7—1=m3= m2+7. Ce cas se présentera Si m3 = 2™M_+1. 


fl y aura lieu, si l'on entreprend une étude complete de l’équa- 
tion (21), de considérer séparément ces différents cas et peut-étre 


de les subdiviser. 


If. Supposons en second leu que Ag= 0, A, x0. Lecdegré 
de A, étant positif ou nul, les intégrales de ’équation transformée 


seront du type exponentiel. On pourra leur appliquer les résultats 
obtenus au premier paragraphe de ce Chapitre, 


II{. Supposons enfin que Ag ne soit pas identiquement nul. Les 
intégrales de (20) seront alors du type rationnel. Mais il est a 
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prévoir que la croissance de ces intégrales offrira plus de compli- 
cations que celle des intégrales de l’équation (21). Les cireon- 
stances les plus diverses pourront se présenter dans ce cas. 

La discussion complete de la croissance des intégrales de l’équa- 
tion (20) serait, on le voit, longue et laborieuse. Je me bornerai a 
Pétude de léquation (21), en supposant d’abord m; > 2m2-+1, 
puis m3 < 2m.+1. Je vais calculer, dans ces deux cas, non plus 
seulement une limite supérieure, mais une valeur approchée 
des branches d’intégrales en un point quelconque du plan 
des x. 


PREMIER EXEMPLE. — Allure des branches d@intégrales de 
Véquation 
(22) 2%’ = Agz+ Ag 


lorsque les degrés mz et ms de Ay et Ay salisfont a Vinégalité 
m; > 2m2z+1, c’est-a-dire m3;22 ms+ 2. 


Posant z= \/¢, nous pouvons encore écrire Péquation (22) 
sous la forme 


(23) C= 2Ae/l + 2 Ag. 


Nous tracerons autour de Porigine un cercle S$ ayant un grand 
rayon 7 (la valeur de 7 sera déterminée par diverses conditions 
énoncées au cours de la pone et won, et nous considérerons 
une branche d’intégrale =z s qui admette pour point critique un 
point x, de module supérieur ar. 


Soit © — ile coefficient de x’: dans Aj. Nous choisirons 7 de maniere 


que lon ai lorsque [2 |>7r, 


ieee Pages 4 . 
(24) [|2A3— agams| <<] ax |ms-ite, | 2As|<|a| = Se? “2, 
et, lorsque |x|Sr, 
é LE be pete 
(25) |2As—agzxms| < pms-ite, |2A,|S7? 2 


e étant un nombre qui sera arbitrairement petit ay ec — - Suivons 


alors ¢ a partir de z,. 
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1. Au point 2,, s=\/f est nul. A partir de x,, faisons crottre 
x indéfiniment sur un chemin direct L. Tant que lon a sur L 
Vinégalité 
(26) icp< | ar |msHi+s, 


on a, d’aprés (23) et (24), 


1 
N_— == 
| 0 — asams| << 2|ax| is ; 


et par suite, en intégrant, 


a3 


(27) C(2)— ——— 
M3+1 


ase 

(rE a et) <2 k| 2 2 |x— x1], 

A étant le nombre fini qui figure dans la définition des chemins 
directs (p. 45). Ll est clair que, si lon a pris assez grand le 
rayon r de S, linégalité (27) entrainera a fortiori Vinégalité (26), 
quelque grand que soit ||. Un raisonnement auquel nous avons 
déja eu deux fois recours (') prouve alors que Pinégalité (27) ne 
cesse pas d’étre satisfaite lorsque x s’éloigne indéfiniment sur le 
chemin L. 


2. Faisons maintenant décroitre x a partir de x, sur un chemin 
direct L intérieur au cercle Y qui a pour centre l’origine et pour 
rayon | z,|. Tant que l’on a sur L l’inégalité 


(28) I\Cj< | any [marie 


ona 


1 
Vite — =—t-E& 
|’ — a,xa™s| << 2|x1| cate 2 


et, en intégrant, 


a; ms-+s+€ 
( 26 (Ce -(mstl— gist <oak\ea 2 
20) 22) 1 ~ J 
Mer: 
“CF > eo wae 2 ne aoe: bare ee oe \ a" F an . 
Or, si r est assez grand, linégalité (29) entraine a fortiori 


Vinégalité (28) lorsque |x| >r. On en conclut que Pinégalité (29 ) 


ne cesse pas d’étre yérifiée sur le chemin L, a l’intérieur de &. 
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Nous interpréterons les deux inégalités (28) et (29) en énon- 
cant la proposition suivante : 


Quelque petit que soit 5, on peut trouver un nombre r tel que 
la branche d’intégrale ©, qui s’annule en un point critique x, 


de module supérieur a r, soit donnée sur tout chemin direct 
crotssant issu de x, par Végalité 


(30) t= 3p py) emt — as 


= . 
Bi eeas ou Iy[<9, 
M3+ I m3 1 


et sur tout chemin intérieur a% par l’égalité (') 


a3 a3 , ' 
31 xs = prs ey Sy eet ou 4 é. 
(31) 6 = SAR amt at, lvl< 


3. Les égalités (30) et (31) nous donnent, pour toute valeur 
de x, une valeur approchée de la branche d’intégrale § de (23). 

Pour caractériser cette branche avec précision, nous allons 
encore nous demander ou elle présente des points critiques pou- 
vant la permuter avec d’autres branches. 

Je désignerai dorénavant par.le mot caractéristique une branche 
Wintégrale suivie, a partir d’un point et d’une valeur initiale 
donnée, le long d’un chemin rectiligne. Partons, par exemple, du 
point x, avec la valeur ¢) =? définie tout 4 Vheure et suivons 
Vintégrale ¢ le long d’une droite issue de xy. Lorsque cette droite 
tourne autour de x, et balaye le plan des x, nous obtenons ce 
que j’appellerai /’ensemble des caractéristiques tissues de xy avec 
la valeur initiale €,. Demandons-nous combien nous rencontre- 
rons de points critiques sur cet ensemble de caractéristiques. 

En tout point critique, ¢ est nul. Or, il résulte des égalités (30 ) 
et (31) que les caractérisuques ¢ ne sauraient s’annuler qu’au yoi- 
sinage des (m +1) racines de l’équation algébrique 


gms — yaa ag 


Soit z, Pune de ces racines. Entourons-la d’un cercle ¢ de 


rayon p=|2,|'~#, 6 étant un nombre positif quelconque inférieur 


(1) D’apres cette égalité, la valeur de la branche L a Vorigine croit indéfini- 
ment lorsque az, tend vers linfini. 


CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D INTEGRALE, 59 


4 1 a4 - ; ons . 
aj. Je dis que, dans le cercle c, ’ ensemble des caractéristiques 


considérées présente un point critique et un seul. 


En effet, pour | x — 2, |= 0, ona(') (si7 est assez grand) 
| gms+t — ginstt | > o(ms+ 1) ( | a, | re 0) Ms, 


limite supérieure qui (d’aprés la valeur de o) sera elle-méme supé- 
rieure a (m3 +-1)|.7,|"st!~8-©’, ot e! est arbitrairement petit si |x, | 
est assez grand. D’autre part, la branche d’intégrale que je con- 
sidére satisfait, dans c, a linégalité (30) ou (31); pour obtenir sa 
valeur sur le contour de c, je n’ai qu’a partir de x, el a me rendre 
en ligne droite a ce contour. En tout point du chemin ainsi suivi, 


F 3 . f 
|x| reste compris entre pa} et oo $a il résulte alors de (27) 
2. 2 / 
et (29) que les y et y' des égalités (30) et (31) ont des modules 


ete = a ae : To 5 
inférieurs a | x, | . On en conclura ( puisque 8 << =| que, 61 F 


est assez grand, les termes en y et y’ sont négligeables dans (30) 
et (31) sur le contour de c; par conséquent, ¢ satisfail sur ce con- 
tour a linégalité 

Gg ( amsth— gtst1) 


a ————— |> 


2(m3+ 1) 


| a3 | x4 [72s+1—B—e’ 
2 


et ne peut sy annuler. 

Le résultat que nous obtenons ainsi en étudiant l’équation (23), 
nous l’aurions aussi bien obtenu si nous avions considéré l’équa- 
tion 


oe ae. Ks 
C= a37"s4+ pp [ase ape a ase), 
\ 2 2 


ol wu a une valeur quelconque comprise entre o et 1. Or, 
ik a oe ¥ HO : ¥ ioe 

pour 1 = 0, lintégrale ¢ qui prend en 29 la valeur Cy a un zéro et 

un seul a lintérieur de c. On en déduit (en raisonnant comme 
a la page 51) qu'il en est encore ainsi pour p=1I. Cc. Q. F. D. 

D’ow cette conclusion : l’ensemble des caractéristiques issues 

de x, avec la valeur % présente m,-+ 1 points critiques, 

Ly, very Lngiy respectivement voisins (dautant plus voisins que le 


module initial |¢,| est plus grand) des racines de Véqualion 


(1) Cf. plus haut, page 48, note 2. 
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amt! — 7+! Supposons que nous menions des coupures jol- 
enant a Vinfini les points 7,, ..., 2»,,1 : Sl nous assujettissons x 
a ne pas franchir ces coupures, l’ensemble des caractérisuques 
considérées constitue une branche d’intégrale uniforme dans 
tout le plan. Nous ayons calculé une valeur‘approchée dune telle 
branche en tout point du plan; nous avons déterminé le nombre 
et la situation approximative de ses points critiques : il restera 
4 examiner par quel mécanisme on peut de cette branche déduire 
successivement toutes les autres branches d’une méme intégrale. 
C’est la une question dont nous nous occuperons ultérieurement. 


IV. — Deuxieme exemple. 


Allure des branches d’intégrales de l’équation 
(22) 2B = Ags+ Az 


lorsque les degrés my et m; de Ay et A; satisfont a Vinéga- 
(ile Nig 2 is = 1 Ol Ms 52M. 


Posant 


0 
Sera : rie vga d 
nous pouvons ecrire l equation (22) sous la forme 


A; 


(32) () = Bae 


ou P est de degré m,-+-1. Soient, respectivement, av et bast! 
les termes de plus haut degré dans les polynomes Ay et P. La va- 
leur des coefficients @ et 6 étant sans influence sur les calculs que 
nous allons faire, je supposerai, pour simplifier l’écriture, que 
oO =) S50. 

Considérons un cercle S de centre o dont le rayon 7 sera déter- 
miné par diverses conditions posées au cours de la démonstration. 
Nous allons étudier /a branche d’intégrale 4 qui, en un point 
donné x, extérieur &S, prend une valeur initiale que je dési- 
gnerat par C's"! et que Je supposerai plus grande que 2r™:*', 

Nous choisirons 7 assez grand pour que l’on ait, en tout point x 
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extérieur aS, 
a 
| P(av@)— amt! | Sai pots |2 [mart | As— ars | ra es [a 7s 
et, a Pintérieur de S, 
‘ see zat 
IP}< Gr 2) pms+t, Meh d trier 2) pms, 


Suivons alors 4 a partir de zy. 


1. En premier lieu, je considérerai la branche 9 &@ Vintérieur 
d’un cercle X ayant pour centre Vorigine et pour rayon 
1 
Fait cated CG |. 


L’équation algébrique 


P(a) + Cm:t1=o0 


a M2+-1 racines qui, si 7 est assez grand, sont respectivemenlt 
trés voisines des m,—+1 zéros de #”:+! + C”™:+!, Entourons chacun 


pet 
de ces zéros d'un cercle c de rayono=2r *|C]. A Pextérieur des 
cercles c et de S, on aura (quand r sera assez grand) 


1 
| P+ Cm-+1 [> | vert Cms+t | — ee | oa [arr 


et (*) 


| cMmytl a Cmy+t | = o(Mm,+-1) ( ie | = p )Mtarr4 


—1/ _ dang 
>2(met+ti1)r *\i—ar ‘) | C [vstt, 


D’autre part, x étant intérieur a , 
aS 
8 


as | x [art = Ir | GC [eat 


On conclut aisément de la que lon peut toujours prendre 
r assez grand pour que lon ait, lorsque x est compris entre S et = 
et extérieur aux cercles c, 


(33) [Pa Gat |r 


1 
4 | G |ms+l, 


(1) Voir page 48, note 2. 
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D’ailleurs, cette inégalité (33) continue a étre vérifiée lorsque x 
5) to} 
pénétre dans 5, puisque, dans S, 


see 
i-r ? 
3 Ma+1 — ———_—_— |. 
| C7a+1 | pps pomens(, : ) 


~ 


Cela posé, suivons, a partir de 2), un chemin direct L intérieur 
a Y et extérieur aux c. Tant que l’on aura sur ce chemin 


ea 
(34) |6(a) — Cm,+1 | ores | G part, 
on aura, d’apres (32), 
' | A3 | | A, C—™m.—-1 
lS pecan a ee iS as 


i 
Te pee 
et, en intégrant de 2 a x, 


k | a — ay || Ay C—.— | 
SS ee 


| 0(a) — Cm+1 eq 


nw 


|A; | étant la plus grande valeur prise par | A; | sur L, et & étant 
le nombre fini qui figure dans la définition des chemins edi- 
rects (p. 45). Or, si lon se reporte aux inégalités auxquelles 
satisfait A; et a la valeur du rayon de ¥, on voit que 


Ms 1 


= Se ees med lun. 
[A,l<(i4r 2) 50m | ms |, | a — ay Sea ah C he 


on aura donc, puisque m352mb, 


Nie aay 
ae [8 ae) — CHE |e eerie ere A Oe, 


Cette inégalité est satisfaite sur le chemin L tant que Vinéga- 
lité (34) est elle-méme satisfaite. Or, si 7 est assez grand, 
(35) entraine @ fortiort (34). On en conclut que les deux inéga- 
lités ne cessent pas d’étre vérifiées sur L. Nous pouvons donc 
énoncer la proposition suivante : 


Soit une branche d’intégrale z de l’équation (22) qui, en un 
point 2) de module supérieur a r, prend une yaleur initiale 
Zy= P(x,)+ 4 telle que [99 | >> ar”. On peut choisir r assez 
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grand pour que, le long d’un chemin direct quelconque inté- 
rieur a Set extérieur aux cercles c, la branche =z soit donnée 
par Végalité (1): 


L 
(36) s=P(xr)+ %(1+ 7), yr, 


2. Considérons maintenant la branche za l’extérieur du cercle ¥. 
Nous partirons d’un point x2, du contour de 3, ot § prend la va- 
leur 4,. Comme ¢ satisfait en x, a Vinégalité (36), |4,| est inférieur 
a 2|4,|—2|C|™:*'. D’ailleurs, pour x extérieur a 3, on a 


1 
1 “3 
| x [matt > rs | C [matt > path 
Des lors, si l'on pose 
al — 
e= or * or 


on aura, au point 7, 
ad 


1 
|P+6|> (1— 8) | a fret — 0] > (1— a) Jw met. 


Cela dit, suivons, a partir de z,, un chemin direct L s’éloignant 
,ap ’ 5 


indéfiniment. Tant que l'on a sur ce chemin 
Aisle 
(37) POA oP | on ext, 


on aura, d’apres (32), 


wie 


) | @ [7ta—Cng +4) 
3 


A; | iver. 
AROSE ee 
ae ~[P+6| ~ 1— 4 


d’ou, en intégrant et nous rappelant que m 52m, 


/ 
FON 7" 


) 
/ » | 770 
— | a |. 


(38) | § — 6, | “& 
Cette inégalité entraine a fortiori (pour « extérieur a et sir 
AEN Cer eye ee o) ae 
est assez grand) l’inégalité (37). Il en résulte qu'elle ne peut pas 
cesser d’étre satisfaite lorsque x s’éloigne indéfiniment sur le 
chemin L. 
- . 72 . . ‘ft . A 
On conclura de la que, lorsque x s’éloigne indéfiniment sur 
un chemin direct, la branche d’intégrale 2 est donnée par 
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Végalité 


(39) =(1+ 7) P(z)+%, 


ot ona 
Iyl<Izl?, 
si 7 est assez grand. 

En résumé, les formules (36) et (39) donnent ('), sur tout che- 
min direct croissant ou décroissant et extérieur aux cercles c, une 
valeur approchée de la branche d’intégrale z issue de x, avec la 
valeur initiale P + 4). La branche considérée ne peut présenter 
des points critiques qu’a l’intérieur des cercles c. 


(1) Le module de la branche d’intégrale z devient infini (avec |z|) comme 
| 2 |72+1,. Nous nous trouvons donc en présence du troisiéme des quatre cas dis- 
tingués a la page 55, savoir : 2t —1= m,+7 >m,. Quand donc se présentera 
le quatriéme cas (m,+ tT = m,> 27 —1) qui, comme le troisiéme, doit se ren- 
contrer pour m,< 2m,+1? En poursuivant l’étude de l’équation (22), on ré- 
pondrait sans peine a cette question. Considérons la droite joignant a l’infini un 
point critique x,, et suivons sur cette droite les deux caractéristiques issues 
de x, avec la valeur critique 0. De ces deux caractéristiques, l'une seulement 
devient infinie comme |Z, |"2+' : c’est de celle-la que nous venons d’étudier la 
croissance. Si nous youlions étre complets, nous devrions encore étudier la se- 
conde caractéristique et nous nous trouverions alors en présence du quatriéme 
cas: M+tT=M,>2T7T —I1. 
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CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 


Nous avons déja établi des distinctions entre les points singuliers 
de l’équation 


ay Pig.) 


(1) aG Oth" 


ot. P et Q sont des polynomes en y. Parmi ces points singuliers, 
les uns sont algébriques et mobiles [c’est-a-dire varient avec la 
valeur initiale v7) que prend une intégrale quelconque de l’équa- 
tion (1) en un point zy], les autres sont fixes et, en général, 
transcendants. C’est sur ces derniers points que nous allons, dans 
ce Chapitre, fixer notre attention. 

Les points singuliers transcendants sont, pour M. Painlevé, de 
deux sortes : ou bien la fonction qui présente en un point X une 
singularité transcendante devient indéterminée lorsque la variable 
tend vers X sur un chemin quelconque; ou bien cette fonction 
tend yers une valeur déterminée Y. Dans le premier cas, le point X 
est dit point singulier essentiel: tel est le point =o pour la 

1 
fonction e”. Dans le second cas, le point singulier est appelé poine 
transcendant ordinaire : exemple, | origine pour la fonction log x, 
qui, en ce point, a une valeur déterminée égale a l’infini (‘). 

Nous allons nous placer ici 4 un autre point de vue, et donner 
des points transcendants une classification un peu différente. 

Nous savons qu’au yoisinage d’un point singulier transcendant X 
il s’opére, en général, une infinité de permutations. Voici, dune 


facon précise, ce quil faut entendre par la. Considérons un 


(1) Au sujet de ces définitions, on consultera avec profit la Notice sur les 
travaux scientifiques de M. Painlevé. Gauthier-Villars, 1go00. 
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point wx voisin de X et l’ensemhle des valeurs ¥ que prend au 
point x la fonction v(a#). Soit, d’autre part, y un cercle de rayon 
arbitrairement petit entourant le point X et xe une droite (ou 
ligne) joignant x & un point du contour .y- Nous supposerons 
que x décrive un lacet L ainsi composé : le segment ro, puis un 
chemin fermé quelconque intérieur a y, puis le segment ax. Si, 


partant avec une valeur initiale yy (prise dans l'ensemble y) et 
décrivant tous les lacets L possibles, nous revenons avec diverses 


valeurs V2, 3, ---, nous dirons que l'ensemble des valeurs v1, V2, 


Nieeeok (ensemble partiel de l'ensemble ¥y) se permutent a l’inté- 
rieur de y. Au cas ott, quelque petit que soit le cercle y, il existe 
un ensemble partiel infini de valeurs ¥ se permutant dans y, nous 
dirons qu'une infinité de déterminations se permutent au vorsi- 
nage de la singularilé X. 

Cela étant, on peut chercher a classer les points singuliers 
transcendants d’apres les propriétés, plus ou moins compliquées, 
des systémes de permutations qui s’operent en leur voisinage; on 
s’efforcera, dans chaque cas, de mettre 4 nu le mécanisme suivant 
lequel une infinité de déterminations y s’échangent entre elles 
lorsque x décrit tous les lacets L imaginables. C’est une classifi- 
cation de cette nature qui sera tentée dans ce Chapitre. Ici encore, 
force m’est de me contenter d’un apercu : je signalerai seulement 


quelques cas simples que jillustrerai par des exemples. 


I. — Points directement et tndirectement critiques | 


(uelques remarques préliminaires sont ici nécessaires. 

Un point transcendant isolé X peut étre directement eriuique 
ou indirectement critique; il peut aussi étre a la fois directement 
et indirectement critique, 

Pour distinguer ces cas, rappelons-nous quwun lacet L quel- 
‘conque peut étre décomposé en une somme de lacets élémen- 


taires (') successifs, formés, chacun, d’un chemin issu de x par- 


(') Les lacets élémentaires seront toujours supposés ne pas s’enrouler une 
infinite de fois autour du point X. 
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couru deux fois, et d'une boucle infiniment petite décrite autour 
d'un point critique unique. 

Supposons alors qu’il existe en x une infinité de détermina- 
tions )\, V2, --. qui s’échangent entre elles le long d’un lacet élé- 
mentaire décrit autour du point X proprement dit : en ce cas nous 
regarderons ce point comme directement critique. Ainsi l’origine 
est un point transcendant directement critique pour la fonc- 
tion logz, et, lorsque ) est irrationnel, pour la fonction 2’. 

Supposons maintenant qu’une infinité de déterminations de la 
fonction s’échangent entre elles lorsqu’on décrit une série de lacets 
élémentaires, non plus autour du point X lui-méme, mais autour 
dun ensemble de points convergeant (') vers X : nous dirons 
alors que X est un point transcendant indirectement critique. 

Afin d’éclairer tout de suite cette définiuon par un exemple, 
considérons |’équation différentelle 

dz 
(2) 257- = ae + Ba. 

Pour intégrer cette équation, il suffit de poser z= xsv. Solent 

et wv, les deux racines de — 2@?-+ 8m + a= 0. Nous aurons 


dw 
rw = — (vw — 1) (% — 2), 
dz 


et un calcul facile nous donnera lintégrale générale 


1 L 
SEs Ca = (w — w,) (w — wy) (CQ = const. arbitraire), 
ou 
2 e} 
~~ ~ 
A, = 2 aan 9 Ae == — 2.-F- . 
204 2 We 
8 - : 
Si l’on remarque que w,+ #,= ~>, on yoil que A, et Ay sont 
2 
hiés par la relation 
I I 
Sees See eee eornf 
hee ke 


(1) Les points critiques qui convergent vers X sont des points critiques algé- 
briques, puisque nous ayons supposé que la singularité transcendante X était 
isolée. 
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Dés lors, Vintégrale générale de l’équation (2) se laisse mettre 


sous la forme 
1 


eos 
(3) op a, ce= 4 (SS). 


9 Ww— We 
~ 


Nous allons supposer que A, et A, sont des nombres complexes 
(quelconques) dont la partie réelle est négative. Il en est alors de 


A ] [ . Lae 
méme de Tr? 4, 3 ous admettrons, pour fixer les idées, que la 
1 \2 


partie réelle R(h,) est inférieure & R(dy) et, par suite, a ~. 

D’aprés V’égalité (3), Pintégrale z de P?équation (2) prend a Pori- 
gine un ensemble infini de valeurs finies pour lesquelles est 
infini, savoir les valeurs 


217 WUT 


4, Cole M, Col, Coed, 


Les branches d’intégrales correspondant a ces diverses déter- 
minations sont d’ailleurs toutes holomorphes a lorigine, puisque, 
daprés le théoreme de Cauchy, toute intégrale de (2) non nulle 
a Porigine y est holomorphe. 

Quels sont maintenant les points critiques de lintégrale 5? Ce 
sont les points 


(4) C2=—2 (3) 


WP, 


ou cette intégrale s’annule. Chacun d’eux permute deux détermi- 
nations. Si l’on désigne par 2» lun de ces points, les autres seront 


217 21 27 


Ot FD ROS Loc Oreo, Ae Cate ee 


+ epee I ae 
Admettons, pour fixer les idées, que dans ¥ le coefficient 
1 


de Vt soit positif. Alors, tandis que les points x_,, %_2, ..- 
s’éloignent indéfiniment, les points 2,, 2%, ... convergent vers 
Vorigine. L’origine, qui n’est pas directement critique, est donc 
point-limite de points critiques : d’aprés notre définitiun, elle est 
un point transcendant indirectement critique. 

Allons plus loin et demandons-nous quelles déterminations de z 
se permutent autour des points 2), 2», .. 
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Partons de Vorigine avec une détermination 
3(0) =0 X w(0) =C-," 


et éloignons-nous ( fig. 2) sur un rayon Og qui ne passe par aucun 
point critique 2;. Lorsque x croit indéfiniment sur une droite, la 
fonction w tend, d’aprés (3), vers Pune des valeurs wy, #2 : nous 
choisirons Og de maniére que la limite de w soit w, sur ce rayon. 
Arrétons-nous sur Og enun point qg, assez éloigné pour que (q,) 
ait une valeur «w arbitrairement voisine de ,. Puis, dans le plan 
de la variable «, faisons décrire un cercle a cette variable autour 
du point w= «,; pendant ce temps, 2 décrit une courbe NW 
joignant le point g, au point 


1 


27 


g=quner. 


A partir de g. considérons dans le plan des x le rayon gO, 
Qi 

transformé du rayon q,O par le changement de variable z’ = ze ", 
et suivons @ sur ce chemin. Etant donné que (q,) est égal 
a (qe), il résulte de l’égalité (3) que w a des valeurs égales en 


un point quelconque du rayon q,O et au point correspondant du 
. , 2 ake S 
rayon transformé g,O. Nous aurons donc, en appelant 2’ un point 


quelconque de 7.0, 


217 21 
lim 2’ w(a2') =e limaw(r2)=e ms CH}. 


sad a=0 


Conclusion : Lorsque « décrit le chemin fermé Og, q2Q, la 
détermination C-! de s a l’origine se permute avec la détermina- 
217 


tion C~!e *. Oril n’y a qu'un point critique, 2», dans Vangle 
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gi:Oqz : car, lorsque x se meut dans cet angle a parur d’un point 
critique, il n’est pas possible que,  repasse une seconde fois par 
la valeur critique O aprés avoir tourné autour de #, ou . Nous 
devons donc conclure que, si nous décrivons a partir de lorigine un 
lacet élémentaire / autour de x (fig. 2), ce tacet permute les deux 


217 
déterminations C7! et Cote”. 
On vérifierait de méme qu'un _lacet décrit autour du 
it 217 
M permute les deux déterminations C"te™ et 


Omit Ww; = Vee 
1 0 
it 
C7'e*, etc. Le mécanisme des permutations opérées autour 
des points 2; nous est ainsi enticrement connu. 


Dans le cas le plus général, Je point singulier transcendant X 
sera a la fois directement critique et point-limite d’un ensemble 
de points critiques algébriques; X pourra étre alors indirectement 
en méme temps ‘que directement critique. Toutefois, il n’y aura 
lieu de le regarder comme indirectement critique qu’au cas ou 
une infinité de déterminations se permutent effectivement entre 
elles lorsqu’on tourne autour des points critiques qui convergent 
vers X, sans tourner autour du potnt X proprement dit. Or, 
il n’en est pas toujours ainsi, comme nous Vallons vérifier en nous 
arrétant de nouveau sur un exemple. 

Reprenons l’équation (2), dont Vintégrale générale a été mise 
sous la forme 


: 1 we — oy, \M 
(ta) B= wa, Cae ce ) ) 


I F 
el supposons que Vi soit un nombre complexe guelconque ayant 


une partie réelle positive, comprise par exemple entre 1 et 2. 
D’apreés Pégalité (3) Vintégrale s de ’équation (2) prend a Vori- 
gine une double série de valeurs : 
1° Les valeurs 
Ay Gets ane Ne 
les branches d’intégrales correspondant a ces valeurs sont toutes 
holomorphes a Vorigine. 
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2° Un ensemble de valeurs nulles (pour lesquelles « = ,); les 
déterminations correspondantes se permutent entre elles autour 
de Porigine, qui est, par suite, un point transcendant directement 
eriuque. 

Lintégrale = admet d’autre part un ensemble de points critiques 
algébriques, qui sont, comme plus haut, les points 2», 2, --- 
définis par légalité (4). 

Parmi, les points critiques, il en est nécessairement qui per- 
mutent les déterminations nulles A Vorigine avee les détermina- 
tions non nulles. Nous appellerons x) l'un d’eux. Si nous sui- 
vons alors le rayon 2)O en quittant x) avec Pune ou lautre 
des deux déterminations nulles qui se confondent en ce point, 
nous obtiendrons deux caractérisuques ('), dont lune nulle a 
Yorigine, autre non nulle et égale 4 une quantité que nous 
appellerons C~'. 

Considérons maintenant le rayon Oz, transformé du rayon Ox 
par le changement de variable 2'= ze“. Si en deux points 
correspondants de Oz, et Ox, la foncuon w prend des valeurs 
égales, elle aura la méme valeur pour tout couple de points corres- 
pondants de ces rayons. Suivons alors le long de #,O les deux 
caractéristiques qui s'annulent au point critique 2,. De ces deux 
caractéristiques, l'une est nulle a Vorigine, l'autre tend vers une 
valeur telle que 


lima (a vice Gate 
x0 


et, par suite, 


s{oy= lim 2 @(2)=> Cte, 
Ei gram 
Onraisonnera de méme sur zy, 23, ... eb Von arrivera aux conclu- 


sions sulyantes : 
Quand, a partir de Vorigine, on décrit, autour des points 2, 2, 
Lo, ... des lacets tels que / (fig. 2), le point z) permute une 


détermination nulle avec la détermination C~!; le point 2, permute 


(*‘) Je rappelle que j’entends par caracteéristique une branche d’intégrale 
suivie le long d’un chemin rectiligne a partir d’une valeur initiale donnée. 
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207 ’ 
les déterminations 0, C~'e * ; d’une maniére générale, le point x; 
2jim 
permute les déterminations 0 et Cte *. 
Pour mieux comprendre le mécanisme des permutations, j01- 
? 


gnons Porigine a un point 2 par un chemin inyariable ne passant 


par aucun point critique, et considérons en x les déterminations 
de s qui correspondent aux déterminations que nous yenons 
d’étudier 4 Vorigine. Nous surmonterons d’une barre les déter- 


minations de 3() qui s’annulent a l’origine, de deux barres celles 


qui ne s’y annulent pas. Ainsi v9 permutera 3) avec 3), 2, permu- 
— = : : Y ? I ) 
tera 3, avec 3,. Je dis que, si la partie réelle (=) est comprise 
M 


entre 1 et 2, les deux déterminations Z)(x), 3,( 2) sont différentes. 


En effet, prenons x sur le rayon O.x,. D’aprés ce que nous savons 
des caractéristiques suivies le long des rayons Ox», Oz,, on aura 


Partons alors de zw avec la détermination 3)(2), parcourons le 


contour du cercle de centre O et de rayon |x|. Pour que nous 
22.40 


arrivions au point we’ avec la détermination z,, il faut que la 
variable w(= = ait décril, dans son plan, un tour complet de ,; 
il faut par suite [ apres Pégalité (3) et étant donnée la valeur 


de a(+)] que a ait décrit autour de Lorigine un are égal 


At 
x as y . . = — 
4 on--+arcz,xz,. Il en résulte que les déterminations Z)( 2) 


el 3,(a) sont différentes et se permutent entre elles lorsque x 
tourne une fois autour de Porigine. En résumé, les déterminations 


de Pintégrale z au point x seront données par le Tableau suivant : 


Liles So, 31, S25 iter aly 


—1) 40, 41, 42, 


La premiere ligne contient les déterminations qui s'annulent pour 
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r= o else permutent autour de Porigine; la derniére ligne con- 


tient les déterminations qui ne s’annulent pas pour 2 =o; de 


plus, chaque détermination 3; se permute avec la détermination 


correspondante s; autour du point critique 2; inscrit au-dessus 
delle dans la seconde ligne. 


Tandis que les déterminations 3; se permutent directement entre 


elles, on ne peut permuter une détermination 3; avec une déter- 


mination 2, qu’en remontant de 3; a 3;, tournant autour de l’ori- 


gine et redescendant de 3, a z,. End’autres termes, pour engendrer 
une infinité de déterminations de s, on doit tourner une infinité 
de fois autour de lorigine proprement dite; si, 4 un moment 
donné, on tourne autour de x; (le long d'un lacet /), on est acculé 
a une impasse : on ne peut obtenir des déterminations nouvelles 
qu a condition de reyenir sur ses pas en tournant une seconde fois 
autour de x;. Pour cette raison, nous ne devons pas regarder l’ori- 
gine comme un point transcendant indirectement critique. 

J'ai supposé (pour me placer dans le cas ott le mécanisme des 
permutations de l’intégrale = se laisse le plus simplement figurer) 


que la partie réelle de = était comprise entre 1 et 2. Si cette partie 


J 
A 
réelle était comprise entre o et 1, plusieurs déterminations 3; cor- 
respondraient 4 une méme détermination z;; si elle était supérieure 
a 2, plusieurs déterminations z; correspondraient a une méme 
détermination s;; mais, dans un cas comme dans lautre, on ne 
pourrait obtenir une infinité de déterminations nouvelles qu’en 


tournant une infinité de fois autour de lorigine. 


Il. — L’ordre de succession des permutations. 


Premiers exemples. 


Comment poursuivre létude des points critiques transcendants? 
Nous inspirant des remarques faites au Chapitre | (§ LV), nous 
allons porter notre attention sur les deux ensembles dont la nature 
caractérise une fonction multiforme au voisinage d’une singulariteé 


transcendante X : ensemble des points critiques %,, 72, ... Con- 
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vergeant vers X; ensemble des déterminations 7,, 72, ... engen- 
drées au voisinage de X. 

De ces ensembles nous ne sayons rien jusqu’ici, sinon qu’ils 
sont dénombrables (p. 31). A part cela, il est probable quils sont 
quelconques. Mais sans doute il existe certains cas privilégiés ott 
ils se simplifient. Peut-étre pourrions-nous rechercher ces cas et 
les classer d’aprés leur plus ou moins grande complexité. 

Si nous considérons les déterminations 7\, V2, ..., mous 
remarquons qu’il y a en général entre elles un ordre de succes- 


ston. Supposons, en effet, que nous partions d’un point x avec la 
détermination y, et que nous décrivions une série de lacets élé- 
mentaires autour de X ou de points convergeant vers X (p. 67). 
Pour passer de la détermination V1 a’ une détermination quel- 
conque y;, il ne suffit pas en général de décrire un seul lacet élé- 


mentaire : il faut en décrire plusieurs, permutant d’abord 7, 
avec y;,, puis y;, avec y;,, et ainsi de suite jusqu’a y;. Ainsi, les 
déterminations );,, Vj, --- sé trouvent rangées dans un ordre 
déterminé, 

C’est ce qui ressort clairement des exemples donnés au para- 


, , 


graphe précédent. Reportons-nous a Vintégrale générale 


1 


/w NEA 
; a I We Oy WEN 
(35) 5S Wwe, Gr = (2) ? 


\  —= My 


dans Vhypothése ot A, est un nombre complexe a partie réelle 
négative. D’apres ce que nous avons yu, les déterminations de z 
sont a lorigine 


2i7 


as Faq (Com e——s Ore 24 (0) =) Geer ae Wis 


et on les déduit les unes des autres en tournant successivement 
autour des points critiques appelés x,, 22, .... Ainsi, les déter- 
minations de Pintégrale s jouissent de cette propriété remarquable 
qu’on peut les ranger suivant une série untlinéaire (en les affec- 
tant respectivement des indices 0, 1, 2, ...) dans lordre méme ot 
elles se permutent entre elles. 

Analysons d’un peu plus prés cette propriété en la présentant 


sous une forme diflérente. 
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Par chacun des points critiques 2, menons une coupure recti- 
ligne, qui sera par exemple le prolongement du rayon Oa;, limité 
par le point 2; et par Vinfini. Nous appellerons cette coupure 
coupure x;. Tourner autour d’un point critique équivaut a fran- 
chir la coupure correspondante. Plus précisément, décrivons a 
parur de lorigine un lacet fermé trayersant une seule fois la cou- 
pure 2; et ne rencontrant aucune autre coupure (cf. p. 31) : ce 
lacet permute les déterminations 3;(0) et 3;,, (0), et il ne permute 
aucun autre couple de déterminations. Nous appellerons (acet x; 
tout lacet ainsi défini, et permutation x; la permutation corres- 
pondante. Il résulte de ce qui précéde qu'une détermination quel- 
conque 3; ne sera permutée avec d’autres que par deux lacets, le 
lacet x;_, et le lacet x;. Grace a cette circonstance, nous allons 
pouvoir rendre la fonction z uniforme en la représentant sur une 
surface de Riemann, dont la structure est particuli¢rement simple. 

Considérons une suite dénombrable de feuillets plans super- 


osés ..-.. S_,, 5,, §;. ..., ces feuillets étant affectés des 
P ? 0> ’ 
indices ..., —1, 0, 1, ... dans ordre méme ot ils se succédent. 


Puis relions chaque feuillet avec le précédent par une ligne de 
croisement placée entre Si 54 et S 5 suivant la coupure 2;_,, entre 
SF; et $;,, suivant la coupure xj. Nous formons ainsi une surface 
de Riemann S: je dis que z est uniforme sur cette surface. 
Considérons, en effet, sur le feuillet ¥; la détermination 3; qui 


est égale 4 C~'e “ al origine. Nous ayons yu que cette détermi- 
nation ne pouyait étre altérée que par deux permutations, les 
permutations 2j_, et Z;. Des lors, quand 2 se meut librement 
dans le feuillet £; sans franchir les deux lignes de croisement 
situées dans ce feuillet, s; reste uniforme. Si l’on franchit la cou- 
pure xj, on passe dans le feuillet FS j,,, et 2; devient 2;,,. Comme 
on a raisonné sur Z;, on raisonnera sur 3/,,, et ainsi de suite, 
Ainsi, la singularité présentée a Porigine par Pintégrale (3) est 
caractérisée par ce fait que s est untforme sur une surface de 
Riemann S$ sur laquelle il n’y a pas de fentes (coupures tn- 
franchissables) et dont chaque feuillet est relié au précédent 
suivant une ligne de croisement passant par un potnet critique 
unique. Il y a correspondance uniyoque et réciproque, dune 
part entre les feuillets de la surface et les déterminations de la 
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fonction, d’autre part entre les lignes de croisement et les points 
critiques. 


; ’ I : 
Nous avons supposé tout 4 Pheure que l’exposant — de l’éga- 
e 
lité (3) avait une partie réelle négative. Lorsque la partie réelle 


I 8 A 
de 5 est positive (comprise par exemple entre 1 et 2), s admet au 


voisinage de =o une double série de déterminations, ainsi qu'il a 
été expliqué a la page 72. Les déterminations de la premiére série, 
supposées écrites dans l’ordre ott elles se déduisent les unes des 
autres autour de l’origine, forment une série unilinéaire. Tracons 
alors une coupure suivant un rayon mené de Vorigine a l’infini et 
ne passant par aucun des points critiques x; de z; puis construl- 
sons une surface de Riemann S, formée de feuillets superposés £ ;, 
reliés entre eux suivant la coupure considérée : il résulte du 
Tableau de la page 72 que le feuillet £; contient un point eri- 
tique unique, 7;, de s, et que s est sur la surface 5, une fonc- 
tion a deux branches. En d'autres termes, en tout point de la 
surface S,, s a au plus deux déterminations, une de la premiére 
série et une de la seconde. 

Il est assez naturel de se demander s'il existe des types géné- 
raux de fonctions présentant les caracteres que nous venons d’ana- 
lyser, ou des caractéres analogues plus ou moins complexes. Peut- 
étre trouverait-on dans cet ordre d’idées un principe de classifica- 
tion des points critiques transcendants présentés par les fonctions 
multiformes. Mais, avant d’aborder l'étude des cas généraux, il 
conviendra de préciser davantage les indications fournies par la 


considération des cas particuliers les plus simples. 


Faisons d’abord quelques remarques complémentaires sur lin- 
tégrale (3) dans le cas ot la partie réelle de , est négative. Au 
lieu de définir z comme fonction uniforme dun point variable sur 
une surface de Riemann S, nous pourrions nous proposer dex - 
primer les deux variables 2 et s en fonction uniforme d@’un méme 
parametre ¢, La question revient a établir une correspondance 
univoque et réciproque entre les points de la surface de Riemann S$ 
et les points du plan d’une variable ¢. Le plan ¢ se trouvera alors 
divisé en une série de régions distinctes Ry, Ry, ... correspondant 
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aux feuillets £,, #,, ... de la surface S, en sorte qu’a une valeur 
quelconque de ¢ il correspondra une valeur unique de s. 
Je dis que nous réaliserons une telle correspondance en posant 


Rta 2+ Ay 
i - a = it : ae 
(3) CG'w=dye *& cost—it(2+A,)e sine (C'= const.), 
dot: résulte 
+ 2+ F 
dx 2(2+A,) ‘it 


rupee N : 
I 4 sing. 
at 1 


2 : : : Es 5 ee eka 
En effet, d'apreés cette derniére égalité, 7 s'annule lorsque ¢= kr 


(A entier). Les valeurs correspondantes de C’z sont, lorsque & est 
pair (kK = 2k’), 


kit DQALT 
- = ——— +2kh1T ms - 
(ws Ape ™ Ne Pie 


lorsque & est impair (A = 24'+-1), 


Se e+ tin {> +1) 4 — 
Oe Se (CY ce 
Choisissons C’ de maniére que a = Lo, Ly étant le point critique 
de z défini page 68: la fonction ¢ de x admettra comme points 
hit 


critiques (a distance finie) les points 7,= re ms | c’est-a-dire les 
points critiques mémes de lintégrale s. 

Considérons alors le long de la coupure x; les deux détermina- 
tions de ¢ qui se permutent autour de x,. Lorsque x décrit la cou- 
pure z,;, chacune de ces déterminations décrit (dans le plan ¢) 
une ligne continue allant du point ¢=A7z a linfini; ensemble 
des deux lignes ainsi définies forme une courbe d’un seul tenant, L,, 
qui partage le plan des ¢ en deux régions. D’ailleurs, les courbes Lj, 
Lx, correspondant a deux coupures diflérentes 2;, 7j,, ne sauraient 
se couper, puisque x est fonction uniforme de ¢ et que les cou- 
pures £;, £% ne se rencontrent pas; d’ailleurs, Lj, et Lj, sont 
de part et d’autre de Lj. Dés lors, les différentes courbes Ly par- 
tagent le plan des ¢ en un ensemble de régions Ry qui corres- 
pondent point par point aux feuillets de S. On en conclut que 
Pintégrale s est une fonction uniforme de ¢. 

C’est la un nouveau trait disuncuf de la singularité présentée a 
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Vorigine par Vintégrale (3): on peut exprimer x et z en fonc- 
tion d’un parametre t, x(t) étant la fonction définie par 
Végalité (5) et z(t) étant uniforme. 

Les diverses représentations de s que nous venons d’étudier 
sont valables pour toute valeur de w et non pas seulement au you- 
sinage de l’origine. Ces représentations caractérisent done la sin- 
gularité «=o de s en méme temps que la singularité 2 =o. 
Voyons comment se présenterait la singularité «=o, si on la 
ramenait a l’origine par le changement de variable 2 = E41, 

Tandis que les points critiques £,, %,, ... de s convergent 
vers = 0, nous avons vu que les points critiques appelés x_,, 
H_»9,... 8’éloignent vers l’infini. Posons alors 2_, = €,'. La fonc- 
tion s(€) admet une infinité de points critiques &,, 3, ... qui 
convergent vers € = 0, et, autour de ces points, dans l’ordre ot ils 
sont écrits, se permutent les déterminations 3_,,..., 3_x,.-- de 3. 
Tout se passe jusqu’ici comme pour la singularité 2 =o étudiée 
plus haut. Mais (c’est la ce qui est nouveau) l’origine est pour 3(&) 
point transcendant directement critique en méme temps que point 
transcendant indirectement critique. Reportons-nous, en effet, a 


la page 69, figure 2. Partons du point gq, avec la détermination 9 


> 


de ~, qui est supposée tendre vers , lorsque s éloigne indéfi- 
aa | pP ? : SH sque qs S 


niment sur le rayon Oq,, et parcourons dans un sens convenable 
le contour du cercle de centre O et de rayon Og, : nous nous 
trouvons tourner successivement autour des points critiques Bois 
#_», etc. Donc, apres chaque tour, nous revenons en g, avec une 
nouvelle détermination de z. On en conclut que z a une infinité de 
déterminations qui s’échangent entre elles (') autour du point § = 0, 
déterminations qui appartiennent d’ailleurs 4 ensemble des déter- 
minations z_, déja obtenues en tournant autour des seuls points 
critiques algébriques €j, sans tourner autour de =o. D'or 
cette conclusion : ia singularité § =o de 3(&) se distingue de la 


at ane tae - unl eete aig 
singularité 2 = §~'=o0 par ce caractére qu'il existe au voisinage 


(') Le méme raisonnement prouverait que §=o permute une infinité de 
délerminations de z, égales a lim ww, — pour § =o. 

it 2 

=I} 
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7 
de §=0 plusieurs combinaisons différentes de permutations 
élémentaires (permutations opérées par des lacets élémentaires) 
qui échangent entre elles les mémes déterminations. 

La méme particularité se rencontrera chez de nombreuses fonc- 
tions. Considérons, par exemple, la fonction » de x définie par 
_Pégalité 

xrv=siny+puy Gr = 25 8) 


Cette fonction admet comme points critiques aleébriques situés a 
distance finie les points 2 pour lesquels cos y + u s’annule, savoir 
Jes points 


C= L4— 2T, To; “v= 2T— Lo, 
22> Lo+ 2T, 23> @%1 + 2T, 


Or, ces points x; convergent vers l’infini qui est, dés lors, pour » 
point transcendant indirectement critique. De plus, les détermi- 
nations ¥,, ¥2,.-. de y se rangent suivant une série unilinéaire, 
et on les déduit les unes des autres en tournant autour des points 
critiques %,, Z2,... dans l’ordre ot ils sont écrits. Dés lors, en 
raisonnant exactement comme on l’a fait pour Vintégrale (3), on 
obtiendra une surface de Riemann (présentant les particularités 
énumérées page 75) sur laquelle y sera uniforme. Si ensuite on 
fait le changement de variable z= €~', on constatera que, pour 
la fonction y(¢), Vorigine est un point transcendant directement 
critique permutant une infinité de déterminations, lesquelles 
appartiennent d’ailleurs 4 ensemble des yj; déja défini par les 


permutations Lj. 


Ul. — L’équation [p+ p'(y)] a =T. 

Nous allons encore examiner quelques exemples simples de 
singularités transcendantes, cherchant toujours 4 mettre en lu- 
miére les caracteéres qui peuvent servir de fondement a une clas- 
sification de ces singularités. Voyons @abord ce qu'il adviendrait 
du dernier exemple étudié si l’on y remplagait la fonction trigo- 


nométrique siny par une fonction ellipuque. 


So CUAPETRE TIE, 


Considérons, en premier lieu, Ja fonction 


de 
)(a—b)(@a@—e) 


~ 


uoarge. p(y’) = | 


inverse de la fonction p de Weterstrass. Supposons que, partant 
de Vorigine avec une détermination Uo, nous décrivions des lacets 
élémentaires autour des trois points critiques a,b,c: il est clair 
que la détermination (0) sera permutée par ces lacets avec trois 
déterminations différentes wes uw, ul), Des lors, les détermina- 
tions de Ww, supposées écrites dans Pordre ot on les déduit les unes 
des autres, ne paraissent plus se ranger suivant une série uni- 
linéaire. En effet, si dans le cas de Pintégrale (3) nous obtenions 
une telle série, c'est parce qwalors une détermination queleonque 
ne pouyait étre permutée directement (j’entends par un seul lacet 
élémentaire ) quavec deux autres déterminations, savoir celle qui 
la précédait et celle qui la suivait dans la série, Cette condition 
n’étant plus réalisée, il mest plus possible de construire une sur- 
face de Riemann jouissant des proprictés énoncées page 75. Soit, 
par exemple, S’ une surface de Riemann dont les feuillets S$; sorent 
reliés deux a deux suivant une ligne de croisement placée entre 
F; , et J; suivant la coupure @, entre S ; Cl Se suivant la 
coupure 6, entre Fi el Fj. suivant la coupure ¢, et ainsi 
de suite, La fonction w mest pas uniforme sar cette surface S’. 
Pour la rendre uniforme, il faudrait tracer sur S! une série de 
coupures que la variable serait assujettie ad ne pas franchir 
savoir, la coupure c dans le feuillet Sj, la coupure @ dans le 
feuillet Seis ele, 

Les mémes circonstances se présenteront pour la fonction y 
défimie par Pégalité 


BYE ply) Sar C (p, Gs const,), 


cest-a-dire pour Vintégrale générale de Péquation différentielle 
; dy 

6) pe p'( v)| ee ot, 

( [b> p(y )) ae 


Cette fonction admet comme points eriliques alvébriques les 
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points x correspondant aux zéros de u—+ p'(y). Or ces zéros sont 
des valeurs de y qui convergent vers =. D’autre part, on sait 
que, dans chaque parallélogramme des périodes, la fonction ellip- 
tique 4+ p'(9°) admet trois zéros simples et qu’a ces zéros 
correspondent des valeurs p,, ps, ps de p qui sont les mémes 
quel que soit le parallélogramme considéré ('). On en conclut que 


« a : dx 
les points critiques correspondant aux zéros de Fy Convergent vers 
oe 


le point 2 = 2x, qui est dés lors, pour y, point transcendant indi- 
rectement critique. 

Cela dit, prenons d’abord » trés petit, et suivons, a partir d’une 
valeur initiale 7, les diverses caractérisuiques de y (p. 71, note) 
issues de lorigine. En vertu des théorémes relatifs a la continuité 
des intégrales (Chap. I, § V), nous ne pouvons rencontrer sur 
ces caractéristiques que trois points critiques : le premier @ 
voisin de a, le deuxiéme 6, voisin de b, le troisiéme cy voisin 
de c. Les valeurs prises par)’ en ces points critiques sont trois 
zéros de 1+ p/(y) situés dans un méme parallélogramme des 
périodes. D’ailleurs, si nous décrivons des lacets élémentaires 
autour des points dy, ), €), nous reyenons a l’origine avec trois 


déterminations différentes y,', 9 


o's vy’, respectivement voisines 
Oe We, hey il 
7 0? a? 


Faisons maintenant varier u. (a parur de == 0) en évitant de 


0 


passer par les quatre valeurs définies dans la note 1 et modi- 
Jions Vo} les points a, 69, €y varieront d’une maniére continue 
avec u et Vo) de méme les valeurs correspondantes de y, ces 
valeurs étant toujours trois zéros de y+ p/(y) situés dans un 
méme parallélogramme des périodes. Je dis que a, bo, Co sont 
des fonctions uniformes de 7, pour toute valeur five de wp. En 
effet, si a( 7»), par exemple, n’était pas uniforme, il devrait 
exister certaines valeurs de ve pour lesquelles plusieurs détermi- 


nations de a) viendraient coincider, pour lesquelles, en d'autres 


(1) Au cas ott les deux fonctions p+ p’(y) et p"(y) auraient des zéros com- 
muns, la fonction y admettrait des points critiques multiples. Mais aux zéros 
de p” correspondent quatre valeurs fixes de p’ qui sont les mémes pour tous les 
parallélogrammes des périodes. Si done (— yp) ne coincide ayec aucune de ces 
quatre valeurs, on est str de n’avoir que des points critiques simples. ° 


B, 6 
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termes, y aurait plusieurs points critiques confondus en ay. Or 
cette circonstance ne se présente pas, puisque les zéros de 
u + p’(y’) situés dans un parallélogramme des périodes sont des 
zéros simples (voir la note, p. 81). 

Nous concluons de la que, pour toutes valeur donnée (fixe) 
de v., les divers points critiques d’une intégrale de l’équation (6) 
peuvent étre répartis entre trois séries : 1° points a; que l’on 
déduit de a en faisant varier ». avec continuité; 2° points b; dé- 
duits de 6; 3° points c; déduits de c. Ces trois séries n’inter- 
ferent jamais; si l’on se donne un point critique queleonque 
@une intégrale y, on peut toujours dire sans ambiguité a quelle 
série il appartient. D’ailleurs, a l’ensemble des caractéristiques 
issues de Vorigine avec une valeur initiale donnée correspondent 
toujours trois points critiques, un de chaque série. Si nous cher- 
chons alors a représenter y sur une surface de Riemann, nous 
nous heurtons aux difficultés rencontrées pour la fonction 
arg.p(z). 

Ces circonstances différencient nettement les intégrales y des 
fonctions que nous avions précédemment considérées. Nous con- 
statons que nous avons aflaire a un mécanisme de permutations 
plus compliqué que tout a Pheure. Il se trouve cependant qu'une 
circonstance, spéciale aux intégrales vy, permet de rapprocher ces 
intégrales des exemples étudiés aux pages 78-79. 

Nous savons que la fonction w=arg. p(2) est a Vinfini fonction 
méromorphe de y/z. Il en est de méme des intégrales y. En effet, 
lorsque v. est arbitrairement voisin de o et que & tend vers V’infini 
en ligne droite, y tend nécessairement vers un pdle de la fonction 
elliptique p(y), ¢’est-a-dire vers une valeur 1 indépendante de u. 
Par continuité, on yérifiera de proche en proche qu’il en est ainsi 
quel que soit u. D’ailleurs on a, pour y voisin de 1, 

I 


) = ests C Ali) tena (ae eta ny 
p(y) Lyman i(¥— 7) 6 dear | 


dot il résulte que y — 4 est développable par rapport aux puis- 
sances entieres de \/a. 

Ainsi, lorsque 2 tourne deux fois autour du point z=, ¥ ne 
change pas. Mais on yoil sans peine que tourner deux fois autour 
de % = reyient 4 décrire six lacets fermés autour de points 
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critiques appartenant alternativement a la premiére, a la deuxiéme 
et a la troisiéme série. Dés lors, ici comme dans l’exemple de la 
page 78, deux mémes déterminations peuvent étre échangées 
par plusieurs combinaisons différentes de permutations. Par 
exemple, on obtient le méme résultat en opérant successivement 
deux permutations des séries a, ¢ ou quatre permutations des 
séries b, c, a, 6. Nous exprimerons ce fait par l’égalité symbo- 
lique (') 
fae) == (.0, c.g, 0). 

Soit alors y; une détermination quelconque a Vorigine. Nous 
désignerons par le symbole (w) la quantité dont s’accroit y; 
lorsque l’on opére, a partir de y;, les permutations (a, b), et par 
le symbole —(w) la quantité dont s’accroit y; lorsque l’on opére 
les permutations (6, a). De méme, (w’) exprimera le résultat des 
permutations (b,c) et —(w’) le résultat des permutations (c, 6). 
Il est clair que lon a les relations 


(7) ((w), —(w)) =0, ((w’), —(w’)) =o. 
Je dis de plus que 
(8) ((w), (w’)) = ((w’), (w)). 
En effet, cette relation équivaut a 
(2, 8, 0,¢c)=(b, ¢, a,b) ou (ce) == (0, ea, 0, 


égalité que nous avons reconnue étre vratie. 

Cela dit, supposons qu’ a partir d’une valeur initiale vo nous 
opérions un nombre pair (quelconque) de permutations. Nous 
ajouterons ainsi a vo un certain nombre de quantités (w), —(), 
(w!) ou —(w’). En vertu des relations (7) et (8), laccroissement 


de y pourra toujours étre mis sous la forme 
sr ((art, (00), = 25,409) S6((), 02, (0 )], 


ce que nous écrirons 
my (w) + Ny (w'), 


(*) On a, d'une maniére générale, l’égalité symbolique 


(O50; GL, O4G) = 0 
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m etn étant des entiers positifs ou négatifs. Nous appellerons (w) 
et (w!) les périodes de Vintégrale v. D’aprés la relation (8), les 
deux périodes sont commutables. Elles se distinguent des périodes 
W@une fonction elliptique en ce qu’elles n’ont pas une valeur fixe, 


mais yvarient avec la valeur initiale vj a laquelle on les ajoute. En 
revanche, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, ces périodes ne 
se confondent jamais entre elles. Etant donnée une valeur initiale 
quelconque, on pourra toujours dire, sans ambiguité, quelles sont 
les périodes (w), (w’), —(w), —(w’) qui lui correspondent. 

Ces remarques faites, il sera facile d’obtenir a l’origine l’en- 
semble total des déterminations de l’intégrale y. Appelons 7) une 


détermination initiale et Vo la détermination qui sen déduit par 
une permutation unique opérée, par exemple, autour d’un point 
critique de la série a. Toutes les déterminations a lorigine seront 
données par les deux formules symboliques 


Vmyn = Yo My(W) + Ny (w"), 


Vinysn=Yot My(W) + Ny(w'), 


met n étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs. 


Les déterminations Yy,2 et Ym. sont ici figurées suivant deux 
Tableaux a double entrée. Mais elles se disposeront tout naturelle- 
ment en série unilinéaire si l'on pose, par exemple, 


(0) = Vo Yay=HKor Vis) = Yo+ (w); ¥ (3) = Yo ('), ees 


ey se déduit alors de Vie par une permutation a, Mes se déduit 
de a5 par une permutation 0, Vea) cle vent par une permuta- 
lion c, etc. Si nous affectons les points critiques des indices 1, 
2, ... dans Vordre ot nous les rencontrons, nous obtenons une 
série de points #,, 2%, ... qui correspondent aux y; exactement 
comme il arrivait dans le cas de l’intégrale (3) (p. 74). Seulement, 
les deux déterminations Vis Vint quéchange la permutation 2; 
auraient pu également élre échangées par dautres permutations. 

On voit par la combien lexistence dune relation, telle que 
(a, b, c, a, b,c) = 0, simplifie le mécanisme des permutations 


@une intégrale y au yoisinage de la singularité transcendante 


x=, Quwarriverait-il, en effet, si les périodes (w), (w’) n’étaient 
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pas commutables? Pour échanger, par exemple, Vr0j + n,(w') avec 
Mies + m,(w) par une série de permutations élémentaires, on serait 
obligé de repasser par Fea): Alors, comme nous le disions plus 
haut, il ne serait plus possible de ranger ensemble total des 
déterminations en une série unilinéaire ot deux déterminations 
conséculives seraient permutées par un lacet élémentaire; ou 
bien, si lon formait une telle série, une méme détermination 
devrait y figurer une infinité de fois. En ce cas, la succession des 
permutations serait comparable 4 un arbre dont les branches se 
ramifieraient a l’infini; si un insecte youlait parcourir tout le bois 
de cet arbre, il devrait continuellement rétrograder vers les 
neeuds pour repartrr sur les branches ot il ne serait pas engagé 
au premier passage. 


IV. — Péquation 327)=3-+1. 


Considérons l’équation 


' 


(9) 23= 23-1. 


Cette équation, qu’on integre immédiatement, a pour intégrale 
générale 
(10) 2—log(z+1)=r7—2Xq (2) = const. arbitraire). 
Nous allons nous demander par quel mécanisme les diverses 
branches de cette intégrale se déduisent les unes des autres. 
Soient x un point trés éloigné sur laxe réel négatif et 2, un 
point trés éloigné sur l’axe réel positif. Lorsque x tend vers — 2, 
Ja(z )| augmente indéfiniment comme | a]. Au contraire, lorsque 
z, tend vers +, 2(2,) peut, soit croitre indéfiniment, soit 
tendre vers — 1. 
Lintégrale (10) admet comme points critiques les points ot 


s s’annule, c’est-a-dire les points 


D1 = Ly— 2T, Do; L4= Lo + 217, 


weed 


Ces points sont tous situés sur une méme droite D perpendiculaire 


a Vaxe réel. 
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Considérons en x, une déternfination C) de z voisine de —1 et 
envisageons l’ensemble des caractéristiques issues de a, avec la 
valeur €). Un point critique au moins (soit #9) sera critique pour 
cet ensemble. Joignons alors x, 4 2 par un chemin J) pas- 
sant entre z_, et 2% (fig. 3), puis tracons, entre les poits 
Li =2,+2inet a’ =x + 217, le chemin /, transformé de ly par 
le changement de variable z! =a + 27x. Lorsque z, 4 partir de %, 
décrit un tour autour de z=—1, «, partant de z,, se rend en Z. 
Suivons alors les deux chemins /), /, en partant de la méme 
valeur initiale Cj; la formule (10) montre que z aura la méme 


Fig. 3. 


valeur en deux points correspondants quelconques de ces che- 
mins; nous arrivons done en x et 2’ avec une méme valeur Zo, 


laquelle est tres grande en valeur absolue si x est suffisamment 
éloigné. Je dis que la caractéristique issue de 2! avec la valeur Zo 
a en x une valeur z, différente de 2). En effet, pour que Z, fait 
égal a 39, tl faudrait, daprés (10), que, lorsque a décrit le seg- 


ment 2 a, 5 décrivit un tour autour de s == —1. Or cela ne peut 


étre, car z est, sur x’, de lordre de grandeur de | x € son argu- 


ment ne peut done croitre de 2x lorsque 2 varie de 2én. Conclu- 


sion : lorsque «x décrit le chemin x2,2,2'x, 2, parti avec la 


valeur Z), revient avec une nouvelle valeur z,; les deux délermi- 


NALIONS Zy et 2, se permutent autour du point critique xo. 
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Si, au heu de considérer le chemin /,, on avait considéré le 
chemin /_, transformé de /, par le changement de variable 
! . . , A Ry 
“v= 2 — 27m, On aurait constaté de la méme maniére que X_, 


permute Sp avec une détermination A ES En poursuivant notre - 
raisonnement, nous arrivons done au résultat suivant : Vinté- 


grale (10) admet en 2 une série unilinéaire de déterminations 


=> Sty 350) 31, «-» que lon déduit les unes des autres en tournant 
autour des points critiques ..., %_4, 2, 2, ... dans lordre 
méme ou ils sont écrits; nous retombons ainsi sur le mécanisme 
décrit a la page 74. D’ailleurs, une fois ce résultat établi pour 
trés éloigné, on peut évidemment lappliquer (') a toute position 
de wx située a gauche de la droite D. 

I] n’en sera plus de méme si nous considérons les détermina- 
tions voisines de 3 en un point situé a droite de la droite D. En 
effet, nous avons dit qu’en az, z a des déterminations voisines 
de —1 et des déterminations trés grandes en valeur absolue 
(comparables a z,). Il existe donc au moins un point critique qui 
permute {, (voisin de —1) avec une détermination 7» de grand 
module. Soit zp un tel point critique; Cy et jo s échangent alors 
le long du lacet Lo(a,22'2' z,). Nous savons, d’autre part, que 
la caractérisuque issue de az, avec la valeur C) est encore égale 
a Ty au point Z.; on en conclut, comme tout a l'heure, que le 
lacet L, transformé de Ly par le changement de variable 
z'=x-+ 21m permute encore %y et 79; dailleurs, la caractéris- 
tique égale a %») en z' prend en, une valeur de grand module 7, 
différente de 7»; ilen résulte que le chemin ferme | x, x’ Ly cy a) 
permute =) avec 7,. En d’autres termes, C) ety, s échangent autour 
du point z,. Le méme raisonnement prouvera, d’une manicre 
vénérale, que le point x; permute Cy avec une détermination de 


grand module 7; différente de 7, 4), -... D’ou cette conclusion : 


1° Lensemble des caractéristiques tssues de x, avec la va- 
leur G présente une infinite de points critiques ..., £4, Lo; 


‘ : Py . . 
Ly ++» Gul permutent respectivement yy AVCC ..+5 To4y Noy Niy v0 5 


(') On yerra sans peine que l’on peut appliquer toutes ces conclusions a 


léquation plus générale zs’=az-+ b. 
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2° Lensemble des caractéristiques issues de x, avec la va- 
leur no présente un seul point critique 2, lequel permute vo 
avec Go. 


Aussi, 4 Vinyerse de ce qui se passait dans tous les exemples 
considérés plus haut, ¢/ n’y a pas de succession de détermina- 


tions au point x,. Une intégrale quelconque de léquation (10) 
n’admet en x, qu'une seule détermination C) tendant vers — 1 


lorsque aw, tend vers +, et cette détermination s’échange avec 
les déterminations 7 par un ensemble de permutations qui sont 
stmultanées, non successives. ; 

L’exemple de l’équation (10) nous apprend que la succession 
des déterminations d’une fonction multiforme peut varier avec les 
régions ot nous nous placons. Lorsque nous chercherons a carac- 
tériser cette succession, nous deyrons done toujours spécifier ou 


nous l|’étudions. 


V. — Premier type de points transcendants 
de premicre espece. 


Nous venons de passer en revue un certain nombre de singula- 
rités transcendantes présentant des particularités diverses. Ces 
particularités sont-elles spéciales aux exemples que nous avons 
étudiés ou caractérisent-elles, au contraire, certaines catégories 
générales de points singuliers? Pour nous en rendre compte, 
nous allons rechercher sous quelles conditions une singularité 
transcendante appartiendra a tel ou tel des types que nous avons 
mis en lumiére. Nous commencerons par le type le plus simple, 
celui qui a été décrit aux pages 74-77. 

Considérons un point transcendant (isolé) non directement 
critique, mais point-limite de points critiques algébriques. Nous 
supposerons ce point a lorigine et nous appellerons (y) Ven- 
semble des branches qui se permutent entre elles au yoisinage 
de o, c’est-a-dire dans un certain cercle T de centre o. Nous 
admettrons de plus que chacun des points critiques algébriques 
contenus dans I’ permute deux déterminations seulement. (S71 


nen etait pas ainsi, nous considérerions que plusieurs points cri- 
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uques sont confondus et nous affecterions d’indices différents les 
diverses permutations opérées autour de ces points. ) 

Par chaque pot critique menons une coupure joignant le 
point au contour de T. La coupure sera rectiligne ou curviligne, 
mais nous supposerons qu'elle ne s’enroule pas une infinité de fois 
autour de lorigine (ef. p. 66, note 1) et qu’aucun de ses points 
nest point critique ou point-limite de points critiques. Si la sin- 
gularité transcendante étudiée est isolée, on pourra construire 
une infinité de systémes de coupures satisfaisant a cette condition 
et, de plus, ne se coupant pas entre elles. 

Tourner autour d’un point critique équivaut a franchir la cou- 
pure correspondante (cf. p. 31). A un point critique x; corres- 
pondent done (une fois que l'on a adopté un systeme déterminé 
de coupures) deux délerminations, et deux seulement : ce sont 
celles qui se permutent entre elles le long d’un lacet qui con- 
tourne 2; sans franchir aucune des coupures relatives aux autres 
points critiques. Nous appellerons via et Y j02) les valeurs de ces 
déterminations 4 lorigine en un point fixe 2 lié a Vorigine par un 
chemin invariable (cf. p. 72). 

Ces préliminaires admis, supposons que 1L'ON PUISSE DISPOSER 
DU SYSTEME DES COUPURES DE MANIERE QUA UNE DETERMINATION 
QUELCONQUE DE L'ENSEMBLE (7) AU POINT Z IL CORRESPONDE, SUI- 
VANT LES CONVENTIONS ADOPTEES, DEUX POINTS CRITIQUES DISTINCTS 
(er DEUX SEULEMENT ) POUVANT PERMUTER CETTE DETERMINATION 
Avec p Aurrnes. Nous supposons, en d’autres termes, qu'une déter- 
mination quelconque devient uniforme dans T dés que 2 est 
assujetti a ne pas franchir dewx coupures (et deux seulement). 

Partons alors d’une détermination v6) de v(x) et appelons 
@_,, Lo les points critiques qui la permutent. Nous pouvons poser 


y = ¥ 1(2) = Yo 1) 


— 


Posons ensuite 7? = Vo) : ala détermination 9" correspondra, 
outre 7), un point critique que nous appellerons 2, ; nous poserons 


ok at |) ee A i ga We att > enite 
alors y= 44), Viz) = y'; et ainsi de suite. 

Les déterminations ..., y‘—"), y, v(), ... forment une série 
unilinéaire et on les déduit les unes des autres en tournant autour 


des pomls Critiques: .. .y/2 aie oy, a3 <<> dans lVordre des indices 
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croissants ou décroissants. D’ailleurs (puisqu’il existe par hypo- 
thése une infinité de points critiques convergeant vers lorigine 
et permutant entre elles une infinité de déterminations) lune 
au moins des deux suites (%,, ®2, ..-), (Z_1, Z_2, --.) converge 
vers l’origine. Nous supposerons que ce soit le cas pour la 
premiére suite : alors les considérations qui précédent s’appliquent 
a des valeurs positives arbitrairement grandes de indice 7. 

Le mécanisme des permutations xz; est done exactement celui 
que nous avons décrit page 74. En particulier l'ensemble (y) est 
uniforme (au voisinage de l’origine) sur une surface de Riemann 
S construite comme il a été dit page 75. Cette surface ne content 
pas de fente, et les feuillets £; et £;,, sont reliés par une ligne 
de croisement unique placée suivant la coupure «;. 

Les coupures a; sont, avons-nous dit, rectilignes ou curyilignes. 
Nous allons nous borner au cas le plus simple, et supposer qu’elles 
sontrectilignes ; plus précisément méme (afin de nous rapprocher le 
plus possible de Pexemple du paragraphe IL), nous allons admettre 
que la coupure x; est placée suivant le prolongement du 
rayon ox; compris entre le point x; et le contour I. 

Lorsque la singularité a lorigine présente ces caractéres, 
on peut obtenir par un procédé trés simple toutes les déterminations 
qui se permutent en son yoisinage. Soit c un cercle concentrique 
a T ayant pour rayon op. Puisque les points x; conyergent vers l'ori- 
gine, nous sommes assurés qu’a partir d’une certaine valeur de /, 


Fig. 4. 


A a EA 


on a |x;|< 9. Partons alors de lorigine avec la détermination 
qui correspond ay), rendons-nous le long d’un rayon en un 
point du contour de c, puis parcourons ce contour. On voit que 
si nous décrivons le contour de ¢ dans un sens convenable (fig. 4) 


nous nous trouverons tourner successivement autour des points 
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Lj, Ljyo, +... pomts qui permutent la suite des déterminations 


yor, te), 
D’ailleurs, quelque petit que soit 0’, on a, a partir d’une certaine 


valeur de &, 


wjyx|<o'. Ilen résulte que, pour tourner autour des 
points 2, 2j,,, ... on peut, au lieu de décrire le contour de c, 
suivre une spirale qui s’enroule autour de Vorigine et enlace 
les points xj, Xj4,, ... dans ses spires successives. Cette spirale 
pourra converger d’autant plus rapidement vers Vorigine que 
les points xj, Xj4,,... tendront eux-mémes plus vite vers o. 

Quel sera, d'une maniére précise, l’effet d’un tour effectué le 
long de c? Placons le point x (relié a lorigine par un chemin 
invariable) sur le contour de c; puis, partant de x avec yd), décri- 
vons ure fots le contour de c dans un sens tel que nous franchissions 
la coupure x; avant de franchir la coupure zj;_, (fig. 4). La 
nouvelle détermination obtenue en x sera y+") dans le cas ott, 
apres avoir franchi la coupure 2;, nous revenons en x sans avoir 
rencontré la coupure z;,,. Dans le cas contraire, la nouvelle déter- 
mination sera yJ7*) (k > 0). Mais l’entier k sera, quel que soit 7, 
inférteur a un nombre fixe m c& moins que la différence des 
arguments de xj, rj, ne tende vers o lorsque (') J et k aug- 
mentent tndéfiniment. Nous écarterons ce dernier cas. [S’il se 
présentait (7), la spirale définie plus haut pourrait se réduire a une 
courbe qui convergerait vers l’origine sans s’enrouler une infinité 
de fois autour delle. | 

Dans ces conditions, nous allons obtenir un utile renseignement 
relatif 4 la ou aux branches-limites de l'ensemble des détermina- 
tions (yv) (voir Chap. L, § 4). Supposons (pour pouvoir appliquer 
le théoréme de la page 26) que le cercle T ne contienne pas 
de points-limites d’intersections des branches (vy); puis consi- 


dérons un ensemble partiel de déterminations (y) qui convergent 


vers une branche-limite Y, définie par la valeur Y;' quelle prend 


(') Nous supposons done que Vangle dont doit tourner Je rayon vecteur Oa, 
lorsque (se mouyant toujours dans le méme sens) il va passer successiyvement par 
Jes points critiques Z,,..., 2, augmente indéfiniment avec /. 

(7) C’est ce qui arriverait pour lexemple du paragraphe IV si Von faisait le 


changement de variable z= =~’. 
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en un point donné . Je dis que cette branche-limite Y, est par- 
tout méromorphe dans le cercle 1, sauf peut-étre a Vorigine. 
En effet, joignons (par une droite) le point z a un point quel- 
conque «' de f. Nous sommes assurés qu’a partir d’une certaine 


~ 


valeur de indice & les caractéristiques issues de x avec les déter- 


minations vy, y+), ... sont toutes méromorphes au voisinage 
de xz’. Il en résulte que Y, n’a dans I d’autre singularité que 
peut-étre l’origine (qui est alors point directement critique de Y,). 

Il est souvent possible d’aller plus loin et de montrer que /a 
fonction-limite Y, est uniforme dans le cercle T. Ilen est ainsi 
en particulier lorsque l’origine est une singularité transcendante 
de ’espéce qui nous occupe pour lintégrale générale de ’équation 
différentielle 


ou f est uniforme au voisinage de z = 0, y = Y. Nous nous con- 
tenterons d’énoncer ce résultat sans démonstration. 


Les points transcendants que nous étudions présentent cette 
particularité que lordre de succession des permutations 2; est un 
ordre déterminé. En d’autres termes, il y a correspondance uni- 
voque et réciproque entre un point critique et son conséquent 2 j4,4. 
Si done on considére xj,, comme étant une certaine fonction 
discontinue de x; (définie pour les valeurs 7,, %2, ... de 2;), 
cette fonction est uniforme ainsi que son inverse. D’ailleurs 
on peut transformer cette fonction discontinue en fonction continue 
au moyen d’une formule d’interpolation. Placons-nous dans le cas 
particulier oti /’on peut choisir la fonction continue de maniére 
qu elle sout holomorphe (') dans un cercle V ayant pour centre 
le point transcendant que nous prendrons comme origine, Cette 
fonction (si on remplace x; par x) sera de la forme 


(t1) o(@)= cio + Cov?-+..., 


(7) On reconnaitrait aisément qu il en est ainsi lorsque l'ensemble des branches 
(y) est défini par une équation différentielle y’= f (a, y), ou f est méromorphe 
pour 2 voisin de o et y égal aux branches (7). 
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Lji=9(X)y Lye = ol 9(@;)), vee 


Par hypothése, les points 2; convergent vers o. Nous supposerons 
ict plus précisément que, guel que soit x dans un cercle T de 
centre 0, la fonction o| 9... 9(x)]. ..| tende uniformément 
vers 0 lorsque le nombre des 9 superposés crott indéfiniment (*). 
Nous appellerons la fonction 9 période ‘des points critiques; la 
singularité transcendante que nous étudions estalors caractérisée 
par ce fait qwil lui correspond une \période des points 
critiques unique. 

L’existence d'une période des points critiques permettra d’ob- 
tenir simplement une représentation de la fonction y (x), analogue 
a celle qui a été donnée page 77. 

Placons-nous (je me bornerai a l'étude de ce cas) dans l’hypo- 


Li 


thése ot le rapport admet une limite non nulle et différente 


Z 


de 1. Cette hypothése revient 4 admettre que le coefficient c, du 
développement (11) nest égal nia o ni a1. Nous allons chercher 


a faire un changement de variable 
(12) u=b(r)=kx+ kyx?+... 
jouissant de cette propriété que les égalités 

ur= ¥ (2), Uigs = Y (241) 
entrainent, pour une valeur quelconque de Vindice 2, 


Wigs ey ys 
Nous aurons 
Cuz hy, ris kee 774+... 
et [en remplacant rj4, par 9 (2; )| 


Ujyy = hy (CO, Li CF +...) + Ke (Ci ait... P+... 


(*) On pourrait présenter la méme hypothése sous la forme suivante (que Pon 
démontrerait étre équivalente) : posons ®(|x|)=|c,v|+|¢,2?|+...; on 
suppose que lafonction ®[ ®...[@(|z|)]..- | tend uniformément vers o lorsque 
a2 | est inférieur 4 un 


le nombre des ® superposés croit indéfiniment et que 
certain nombre positif 7. On voit que, si cette hypothése est satisfaite pour un 
certain systeme de yaleurs des |c |, elle est sirement satisfaite pour toutes les 
valeurs moindres des |c|. — Nous ne nous demanierons pas ici s'il existe des points 
transcendants de l’espéce étudiée ne satisfaisant pas aux diverses conditions posées 
ci-dessus; la question, toutefois, vaudrait Ja peine d’étre étudiée. 
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Si nous identifions, dans ces deux égalités, les coefficients des 
puissances semblables des 2;, nouS aurons, pour déterminer les kj, 


les égalités suivantes : 


kg(e,— (On) = kyo, 
(13) k3(e;— ¢} ) = kye3-+ 2k» Ch Cs, 


Puisque c, n’est pas égal a 1, les relations linéaires (13) permet- 
tront de déterminer successivement k,, k3,... en fonction de fk, 
qui reste arbitraire (non nul). Ainst, il sera toujours possible de 
calculer les coefficients de la série (12). Reste a montrer que cette 
série est absolument convergente au voisinage de x = 0. 

Pour établir ce point, nous aurons recours a l’artifice suivant. 
Supposons que les modules des coefficients cy, c3, ..., élant d’abord 
nuls, croissent a parur de o[cela de telle sorte que la fonction 9(z) (') 
continue a satisfaire dans [ aux conditions énoncées page 93 |. 


Lorsque les modules |¢, |, |¢2|, ... sont tres petits, la série (12) 
converge certainement dans tout cercle I’, intérieur aT. Est-il pos- 
sible que, pour certaines valeurs des c, cette série cesse de con- 
verger dans I, et converge seulement dans un cercle I’ concen- 
trique et intérieur aT, ? 

Je dis que cela est impossible. Et, en effet, appelant x un point 
quelconque du contour de T',, posons 


(14) x'=o(a@), Bis ati (G5): ee wR = @(alk-t), 


D’aprés lhypothése relative 4 la convergence uniforme de la 
fonction |e Secs elke “Al on peut toujours trouver un entier / 


tel que le point 2” correspondant 4 un point x quelconque du 
contour Ty soit intérieur au cercle T’. La fonction (2) sera 
alors holomorphe pour les valeurs considérées des c. Or on aura, 


par définition, 
U( alk ~1) = v[arg. o(ath)) | — Cr vi ah), 
Via) = 671) b (ah), 


égalités qui ne peuvent évidemment cesser d’étre vérifiées lorsque 


(4) Vozr p. 93, note; x. 
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les coefficients ¢ varient d’une maniére quelconque a partir de o. 
fl en résulte que, si bh (ih) est holomorphe pour certaines valeurs 


de a, U(x) est nécessairement holomorphe pour les valeurs 
correspondantes de x. Done (x) ne cesse pas d’étre holomorphe 
dans le cercle T’, tout entier. GG UB? Ds 


L’existence de la fonction 4 une fois établie, nous sommes 
certains, puisque 4,30, que la fonction inverse de 4 est une 
fonction holomorphe de w au voisinage de u =o. Or, dapres les 
caleuls de la page 77, nous saurons exprimer les deux va- 
riables y et u en fonction uniforme d’un méme paramétre t. 
Le probleme se trouvera donc également résolu pour les 
variables y et x. 


VI. — Definition générale des points de premiére espéce. 


Nous avons insisté quelque peu sur le type le plus simple de 
points transcendants, celui dont nous avions rencontré un cas 
particulier aux pages 67-73. Il nous sera facile maintenant de 
passer a des types plus généraux, en nous inspirant des divers 
exemples étudiés aux paragraphes II et IV. 


1° Supposons, d’une maniére générale, que l’on puisse ranger 
ensemble des déterminations ( y) [qui s échangent entre elles, par 
les permutations x; ('), dans un cercle  entourant Vorigine] en 
une série unilinéaire ot chaque détermination ne figure qu’une 
fois ou un nombre fini de fois; supposons, d’autre part, que lon 
puisse disposer les coupures définies page 89 de maniére qu’a tout 
couple de deux déterminations consécutives il corresponde une et 
une seule permutation élémentaire échangeant ces déterminations : 
nous dirons alors que lorigine est un POINT TRANSCENDANT DE PRE- 


MIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU PREMIER TYPE. 


(1) Si Vorigine était un point transcendant directement critique, il y aurait une 
infinité de points critiques confondus a l’origine. Mais chaque nouveau tour décrit 
autour de lorigine (échangeant deux délerminations nouvelles) constituerait une 
nouvelle permutation, Nous considérerions done qu’autour de Povigine s’opérent 


une infinité de permutations, les permutations ..., 2, 2, ..., Ly . 
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Dans ces conditions l’ensemble (y) sera uniforme (au voisinage 
de Vorigine) sur une surface de Riemann 5S, dont chaque feuillet 
sera relié au précédent suivant une ligne de croisement passant 
par un point critique unique. Il y aura correspondance univoque 
et réciproque, d’une part entre les feuillets de la surface et les 
déterminations de la fonction, d’autre part entre les lignes de croi- 
sement et les points critiques. 

2° Supposons qu'il existe un ensemble partiel de détermina- 
tions v1, v2, --- (déduites les unes des autres par les permu- 
tations w;) qui jouissent des propriétés énoncées ci-dessus, mais 
qu’en outre la détermination y; soit échangée, par un nombre fini 
de permutations 7j,4, Zj,2,..+, Zj,x, avec un nombre fini de déter- 
minations- nouvelles yj,4, Yj,2, -++) Yj,k; qui, de leur-cété, ne 
s’échangent (par permulation élémentaire ) qu’avec y; (les permu- 
tations @j,,, ..., @/,, constituent alors des impasses, comme ila été 
dit page 73) : lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que l’origine est 
UN POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMLERE SORTE 
ET DU SECOND TYPE. 

Dans ces conditions, on pourra encore construire la surface de 
Riemann S$; mais sur chacun des feuillets de cette surface (ou sur 
certains d’entre eux) la fonction (y) pourra acquérir un nombre 
fini de déterminations. D’ailleurs, du groupe de déterminations 
représentées dans le feuillet oe. on ne pourra passer a d'autres 
groupes qu’a condition de franchir Pune des deux lignes de croi- 
sement qui relient £; aux feuillets £;_, ou $),, (cf. p. 76). 

3° Supposons encore que Von puisse ranger lensembie des 
déterminations (vy) en une série unilinéaire ..., 71, Yo; Vy -+ +> 
oti chaque détermination ne figure qu'une fois (ou un nombre fini 
de fois), deux déterminations consécutives quelconques étant 
échangées par une permutation élémentaire unique, A la série des 
déterminations (y) correspond alors une suite de permutations 
élémentaires ..., 24, 29, £1, .... Mais supposons que dans cette 
suite ne figurent pas toutes les permutations que lon peut opérer 
au voisinage de Porigine. Cela revient a dire [| puisque toutes les 
déterminations (y) figurent dans la suite ..., ¥o,¥71, -..]que deux 
mémes déterminations (y) peuvent étre échangées par plusieurs 
combinaisons différentes de permutations (cf. p. 78 et sui- 
vantes). Lorsquil en est ainsi, nous dirons que Vorigine est un 
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POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA SECONDE SORTE ET 
DU PREMIER TYPE. 

Dans ces conditions, l'ensemble (7) sera uniforme (a Pintéricur 
du contour entourant lorigine) sur une surface de Riemann S, 
dont chaque feuillet sera relié au précédent par une ligne de croi- 
sement passant par un point critique unique; mais sur chaque 
feuillet (ou sur certains feuillets) se trouveront des fentes (cou- 
pures infranchissables) : ces fentes joindront au contour de T 
les points criiiques dont nous ne nous servons pas pour déduire 
les unes des autres les déterminations ..., y_1, 0) V1, +++) en 
d'autres termes, les points critiques qui ne figurent pas dans la 
suite ..., ©_y, £9, 2, .... Il y aura correspondance univoque et 
réciproque entre les feuillets de la surface et les déterminations de 
la fonction, mais non plus entre les lignes de croisement et les 
points eriuques. 

4° Enfin, lorsque Vorigine présente a la fois les particularités 
qui caractérisent les deux derniers cas définis, nous dirons que 
lorigine est un POLNT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA 
SECONDE SORTE ET DU SECOND TYPE. 


VU. — Exemple de point transcendant de seconde espéce. 


Je n’entreprendrai pas de donner ici la définition générale des 
points transcendants d’espéce supérieure a la premiere. Je me 
contenterai de montrer par un exemple qu'il existe eflecuvement 
de tels points. 

Considérons l’équation différentielle 


~ , 


(15) o2'= Ags + Az, 


ot. Ay et Ag sont des polynomes en « dont les degrés m, et ms 
satisfont a Vinégalité m 32 2m.+ 2. Grace aux résultats obtenus 
au Chapitre If (p. 56-60), il nous sera facile d’étudier le méca- 
nisme des permutations d’une branche d’intégrale de Capen 
voisinage de x=. A ttre d’exemple, nous allons examiner le 
cas ol m,= 2, d’ou résulte m,=o. L’équation (15) peut s’écrire 


en ce Cas 


(16) z= Vt, C= Y¥0+3e2+ar+6 
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[car on peut toujours effectuer un changement de variable de la 
forme (6, AC) (x, Ax) vendant les coefficients de /f et #? égaux 
a1 et 3]. 

Nous avons vu (p. 5g) que sur ensemble des caractéristiques 
de (16) issues de l’origine avec une valeur™initiale trés grande ¢; 
se trouvent m;+1 (ici (rors) points critiques que nous appelle- 
rons La,j, Lb,j, Le,j- Ges points sont d’autant plus éloignés que | C;| 
est plus grand, x, ;, #¢,; étant alors tres voisins des racines (autres 


3 
asf 


Menons par les points critiques d’une intégrale ¢ des coupures 
p p 5 > 


que %q,;) du polynome z* —- x 


rectilignes joignant ces points a linfini. Le systeme de coupures 
ainsi construit satisfait aux conditions de la page 89 : mais @ une 
détermination donnée correspondent, cette fois (suivant les con- 
ventions adoptées p. 89), non plus deux, mais ¢rots points eri- 
tiques pouvant permuter cette délermination avec d’autres. 
Cette constatation nous suggére l’idée de rapprocher Vintégrale ¢ 
de la fonction 
RY PCY) H=H+C 


étudiée au paragraphe ILI de ce Chapitre. 

Partant de Vorigine avec la détermination ¢; décrivons un lacet 
élémentaire autour du point x,,;. Nous obtenons une nouvelle 
détermination io a laquelle correspondent trois points critiques, 
dont l’un est x,,;, les deux autres 75 7,1, @o,j4. étant respective- 
ment tres voisins des racines (autres que 2q,;) du polynome 
Lae a, 
les points critiques Xp, j, £co,j subissent des déplacements quit, st 


Par conséquent, lorsqu’on opeére la permutation Xa, j, 


Vona pris |2qj| asses grand, sont arbitrairement petits par 
rapport a \x5.;\, | @e7\. 

Tragons alors dans le plan des $ un cercle D de rayon assez 
grand pour que, lorsque ¢; est extérieur a D, les points cri- 
liques @a,j, ©b,j, Le,j Solent tous supérieurs au nombre 7 défini 
page 06 (ce quiassure la légitimité des calculs des pages 56-60). Par- 
tons d’une valeur initiale Ci extérieure a D et opérons une série 
de permutations élémentaires qui nous raménent a Vorigine avec 
des déterminations nae Coy ... Loutes extérieures a D. Nous dé- 


signerons respeclivement par Wq,jyh, +++) Le,j4e les trois points 
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eritiques correspondant a ¢j,4 qui sont voisins (comme nous venons 
de le voir) des points critiques La, jp(hai)) +++) Lo, jrck_1y COrres- 
pondant a Fj, .4 4). Opérant ainsi de proche en proche a partir 
de $j, nous ferons correspondre a chaque détermination €),, un 
point critique et un seul de chacune des séries a, b, c. 

Cela dit, désignons par le signe (w) la quantité dont s’accroit ¢; 
lorsque l'on opére, a partir de {;, une permutation de la série a 
suivie dune permutation de la série b : ce que nous exprimerons 
par légalité symbolique (cf. p. 83) 

(ely — a On. 

Posons de méme 


—(w)=(6,a), (w')= (b,c),  —(w') =(e, d). 

Si nous appelons ¢; la détermination déduite de ¢; par une per- 
mutation élémentaire opérée, par exemple, autour du point cri- 
tique de la série a, toutes les déterminations yj;,x seront données 
par les deux formules symboliques 


| Vir mMiy(@) + 24y4(0') + my (0) +..., 
(17) } = 


r7 + My (W) + Nyx (w')+..., 
dF, 1% * 


My, Ny, Mo, My, ... Elant des entiers positifs ou négatifs. Tout se 
passe Jusqu ici comme dans lexemple de la page 83, ot lon trou- 
yera l’explication des symboles que nous employons ici. Mais, 
dans les formules de la page 83, les combinaisons de permuta- 
tions (w), (w’) satisfaisaient a une relation remarquable qui nous 
avait permis de rassembler tous les termes en (w) et tous les 
termes en (w’) : c’était, a savoir, la relaulon de commutabilité 


(18) ((w), (w’) = (w'),(w)) ou COD en GD se) ==10z 
e ’ 


Aurons-nous, dans le cas des intégrales €, une relation sem- 
blable? 

Pour effectuer successivement les permutations (a, b,c, a, b, c) 
il suffit de s’éloigner de Vorigine vers Vinfini le long d’un rayon, 
puis de tourner deux fois dans un sens conyenable autour de |’in- 
fini. Se peut-il que ces deux tours décrits autour de linfini ne 


modifient pas la valeur de ¢? 
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Nous savons que les caractérigtiques issues de l’origine avec la 
valeur initiale {; ne sont pas indéterminées pour 2 =, mais 
deviennent infinies comme x* [ égalité (28) de la page 57]. Posons 
alors 

6 SU), 20 —— 3220+ afr V0+302+ar+ 8: 


la branche d’intégrale 4 que nous considérons au voisinage de I’in- 
fini y prend une valeur finie. Faisons maintenant «2 = E-2. Dire 
que l’intégrale finie 6 n’est pas altérée lorsque x décrit deux tours 
autour de zoo revient a dire que cette intégrale 4 est une 
fonction holomorphe de § au yoisinage de = 0. Or, un calcul 
facile montre que 4 satisfait a l’équation 


0 o 
(19) pF = 60-1) 2€/0 — 2482 2 BE. 


Cette équation admet une infinité d’intégrales 4 égales a 1 
pour §=0; mais l’origine est en général pour ces intégrales 
un point singulier transcendant. Crest la un fait que lon véri- 
fiera aisément en substituant a 4 un développement holomorphe 


a coefficients indéterminés 


et constatant que ce développement ne saurait satisfaire a l’équa- 
tion (19). L’équation (19) appartient au type d’équations que nous 
étudierons aux pages 124-126; pour représenter ses intégrales il 
faudrait faire appel a un développement procédant suivant les puis- 
sances de € et de log. 

Conclusion : fa relation de commutabilité (18) n’est pas satis— 
faite pour les intégrales §. Des lors, dans les formules (17), nous 
mavons pas le droit d’intervertir ordre des termes, et, pour dé- 
duire les unes des autres l'ensemble des déterminations d’une 
intégrale ¢, il faudra que nous revenions indéfiniment sur nos pas 
(cf-p. 85). 

Lorigine, par conséquent, n’est pas, pour l’équation (15), un 


point de premicre espéce. 
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VIII. — Point d’espéce supérieure dégénérant en point 
de premiere espéce. 


Donnons une derniére application des méthodes développées 
dans ce Chapitre en disant quelques mots de l’équation (') 


B= S872 —--1, 


aT 


(20) 


qui appartient a la catégorie étudiée aux pages 60-64 [ équation (15) 
ou mM3S2 Mz |. 

Posant s = x? + §, nous avons obtenu une valeur approchée de 
la branche d'intégrale § qui prend en un point 2, (supérieur a un 
certain nombre 7) une valeur initiale C? plus grande que 2 7r? (p. 60). 
Cette valeur approchée représente 4 sur tout chemin direct (crois- 
sant ou décroissant) issu de xo, sauf al’intérieur de deux cercles c,, 


Cy ayant respectivement pour centres les points x =7C, 2’ =—iC, 


et pour rayon 9 = ae |C| (p. 61). D’ailleurs la branche d’inté- 
grale considérée ne présente aucun point critique a l’extérieur et 
sur le contour des cercles c,, Co. 

Appelons Z, la valeur (?) a Vorigine de la caractéristique z issue 
de a» avec Ja détermination x4 + C?. Suivant notre méthode habi- 
tuelle, nous allons chercher a déterminer les points critiques 
situés sur Uensemble des caractéristiques issues de l’origine 
avec la valeur tnitiale Zy. 


4 


Lemur. — Considérons l’équation 
{21) Hh GIN 
dont Vintégrale générale est 


/ ahs = 
oe) Gearlog LE | =a(r+h) (7 = Const.) 
z \ Ges 


\ 


(1) Afin d’arriver 4 un résultat simple, nous prenons comme exemple une équa- 
tion intégrable. La fonction x de § = z — x esten effet définie par une équation 
de Riccati que l’on sait intégrer. 

(*) Cette valeur croit indéfiniment avec C d’apres l’égalité (36) de la page 63. 
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Pour une valeur donnée de fA, l’intégrale (22) admet comme 
points critiques (points ot Z s’annule) les points 


i= — =; 


Ces points (tous situés sur une méme droite) convergent vers 
Pinfini, et nous avons déja décrit en détail (§ LV) le mécanisme 
des permutations qu'ils opérent. 

Considérons, en particulier, l'ensemble des caractéristiques 
issues de lorigine avec une valeur initiale Zj. Pour cet ensemble, 
deux des points 4; seulement seront critiques (voir p. 86-87), 
soit les points 7» et 4,. Supposons de plus que, partant de o avec 


Page 5: 


la valeur Z,, on décrive (dans le sens de la fleche) un contour ferméT 
entourant les points 7, 41 (fig. 5) : ce contour opérera (') une 
permutation unique, savoir la permutation oe, dae qu opérerait 
un lacet élémentaire décrit autour du seul point critique yo. En 
d’autres termes, si nous appelons L le contour 0, T, 0/, J, 0 (fig. 5) 
composé du contour T et d'un lacet élémentaire décrit autour 
de 79, nous pouvons affirmer que la branche d’intégrale Z issue 


de lorigine avec la valeur Ly est holomorphe a@ Vintérieur 


de \.. 


(') Crest la une conséquence immédiate des résultats obtenus page 87, d’aprés 
lesquels %) permute Z_, et Z,, n, permute Z,, Z,, ete. Il faut, il est vrai, pour que 
ces résultats s’appliquent a lorigine, que lorigine soit située d’un certain cote 
de la droite qui joint les points critiques n,. Sielle était de Pautre cdté, cous les 
points 4, seraient critiques pour l’ensemble de caractéristiques que nous considé- 
rons (p. 87); mais cetle circonstance ne saurail se présenter ici, car notre ensemble 
de caractéristiques, étant conforme aux résultats de la page 62, ne présente pas 
de points critiques a l’extérieur d’un certain cercle c. 
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Ces remarques faites, considérons Péquation auxiliaire 
(23) ss'=[(1— p)z + 2pal|s+1, 


ou 4 est un paramétre variant de o a1. Cette équation coincide 
avee l’équation (20) pour w==1 et avec ’équation (21) pour p=o. 
D’ailleurs les résultats des pages 60-64 lui sont applicables. Posant 
done 

Faivlntia ween 2% 


1d > . = a Fe RE ee "Ete Dy . 
déterminons C, par Végalité Py(x) + Cy == qui donne 
4g = — x =C?, et appelons Zo» la valeur a l’origine de la 


caractéristique sy, de (23) issue de x» avec la valeur initiale 
Pu(ao)+ CZ. Nous savons que Vensemble des caractéristiques 
issues de l’origine avec la valeur Z),, ne présente aucun point cri- 
tique a l’extérieur de deux cercles de centres + (Cy, cercles qui 
coincident avec les cercles cy, cy définis page 101. Nous allons 
en conclure que /’ensemble des caractéristiques issues de Vort- 
gine avec la valeur tnitiale Ly, présente deux points critiques 
et deux seulement dans le cercle c,. 

Partant de o avec Ja valeur Zp,, suivons dans le sens de la 
fleche (fig. 6) le contour fermé Oa,c,a,O composé du segment 
rectiligne oa deux fois parcouru et de la circonférence ¢,. Je dis 
que nous nous trouyerons opérer une permutation unique, cest- 
a-dire la permutation qu opéreratt un lacet élémentaire décrut 
autour d’un seul point critique hoy. 

En effet, donnons a Z,y 4 (= 7), dans le lemme de toutal’heure, 
une valeur telle que 4» soit intérieur ac, : d’apreés ce que nous avons 
vu, la proposition énoncée est bien vraie pour p= 0. Lorsque 
ensuite y. croit de o 41, le point critique qo, se déplace avec 
conlinuilé a partir de y,, sans sorur d’ailleurs du cercle c, (puisque, 
quel que soit u, lensemble des caractéristiques que, nous considé- 
rons ne présente aucun point criuque sur le contour de c,). De 
plus, 4o,, est toujours [d’aprés la forme de Véquation (23)] un 
point critique s/mp/e de sy. Il en résulte que, si nous appelons / 
un lacet élémentaire issu de a, et décrit autour de o,y, mous 
pourrons (lorsque uv. variera) déformer ce lacet avec continuité de 
telle sorte que les caractéristiques qui s’'annulent en Hoy, ne pré- 
sentent jamais aucun point critique sur le contour de J. 
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Appelons alors L le contour ay, ¢;, a@,, /, a, (fig. 6) composé 
du contour c, et du lacet /, et considérons dans ce contour la 
branche d’intégrale qui, au point a,, est égale a la caractérisuque 
issue de O avec la valeur initiale Z),,. Cette branche est holomorphe 
dans L pour p =o, et, puisqu’elle n’est jamais singuliére sur le 
contour L, elle reste holomorphe dans L lorsque p. croit de o a 1. 
On en conclut que la permutation opérée par le contour c, équi- 
vaut ala permutation opérée par le lacet élémentaire J. 

Imaginons alors que nous décrivions une série de tours sur le 
contour c, dans le sens direct : nous nous trouverons opérer une 
série de permutations élémentaires (une par tour) autour des 


Fig. 6. 


points Hous Ni.) +++) et si, apres chaque tour, nous nous rendons 
4 Vorigine le long du rayon @,0, nous y obtiendrons la suite des 
déterminations Z,,, Z2y, .... Nous en concluons immédiatement 
que lensemble des caractéristiques issues de l’origine avec la va- 
leur initiale Z;, présente dans c, deux seuls points critiques fu 
el Nekys),y: 

Les raisonnements qui précedent s’appliquent au cercle c, 
pour p<1. Nous pourrons faire les mémes sur le cercle c,, et nous 
aboutirons alors aux conclusions suivantes, ot lon pourra faire 
fA==1- 

1° L’ensemble des caractéristiques (sz), issues de Vorigine 
avec la valeur initiale Ly présente (dans le plan des x) quatre 
points critiques et quatre seulement, dont deux sont a UV inté- 
rieur de c, et deux a l’intérieur de cy. 

2° A partir de la valeur Z), décrivons dans le sens de la 
fléche (fig. 6) un contour fermé, L,, ainsi composé : le seg- 
ment oa,, le contour c,, le segment a,a,, le contour ¢y, le 
segment a,0; décrire ce contour revient a opérer deux permuta- 
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tions élémentaires, la premiére autour d'un point critique oy 
situé dans ¢c,, la seconde autour dun point critique Noy, Situé 
dans cy. Mais, d’autre part, Vensemble des caractéristiques (3)o 
pour lequel les points Ho.y, 4),y sont critiques ne présente aucun 
point singulier (p. 101) a Pextérieur des deux cercles c,, ¢, : par 
conséquent, décrire le contour L, ci-dessus défini revient a faire 
décrire 4 2 un tour complet autour du point 2 =o. Je dis que 
Vensemble des caractéristiques (3)) est holomorphe a UV infini, 
en sorte que le contour L, nous raméne 4a l’origine avec 3 = Zp. 
Pour le vérifier (cf. p. 100), il suffit de se rappeler que 
§(= s— x?) tend vers une yaleur finie pour z égal aux caracté- 
ristiques (z)» et 2 tendant vers linfini (p. 63) : d’ailleurs (p. 69), 
§ satisfait a l’équation différentielle 


(24) f= 


si l’on pose alors z = £~', le théoreme de Cauchy montre que les 
intégrales 4 qui sont finies au point — =o sont holomorphes au 
voisinage de ce point. 


Ainsi le fait suivant se trouve établi : /a permutation élémen- 
taire opérée autour de 1, équivaut a la permutation élémen- 
taire opérée autour de oy. On obtiendra, des lors, toutes les 
déterminations d’une méme intégrale z en tournant autour des 
seuls points critiques ..., %_1,u, No,» Niu» --- que nous avons 
obtenus tout 4 l’heure. Ces déterminations se rangeant d’elles- 
mémes en série unilinéaire, nous constatons que /’origine esl, 
pour les équations (23) et (20), un point transcendant de 
premiere espéce. Ceest un point de la seconde sorte et du pre- 


mier type (volr p. 97). 


CHAPITRE: IY. > 


POINTS SINGULIERS DE BRIOT ET BOUQUET. 


Le Chapitre précédent a surtout fait ressortir immense multi- 
plicité des cas que l’on aurait a envisager si l’on tentait une classi- 
fication complete des points singuliers transcendants. Ayant jeté 
ce coup d’ceil d’ensemble sur les routes a explorer, nous allons 
considérer, un moment, une famille de points singuliers aujourd hui 
classiques: les points jadis étudiés par Briot et Bouquet ('). Quelle 
est la place de ces points dans notre classification générale? Com- 
ment en retrouverons-nous les propriétés en nous placant au point 
de vue que nous avons adopté dans ces Lecons? Si l'on y regarde 
de prés, on s’apercevra que les points de Briot et Bouquet appar- 
tiennent, en réalité, a des types tres divers, types qui ne seraient 
pas comparables entre eux si leur étude n’ayait été envisagée d'un 
point de vue trés spécial (cf. Introduction, p. 3). Aussi n’est-ce 
qu'une classe de ces points que nous allons étudier, classe a la 
vérité importante. 

Considérons l’équation différentielle 


1 
(1) 2 Sate A3 v3 ++ Ag y? a= Avy ti Ao +A -1 oa = OF 


équation qui peut encore s’¢écrire 
(2) aeons 226'= Ag+ Ags + Ays?+ Ap sd A_, se... 


Supposons que Vorigine soit un zéro simple du coefficient As, 


(1) Recherches sur les propriétes des fonctions définies par des equations 
différentielles (Journal de l’Ecole Polytechnique, t. XX1, 1856). Les points de 
Briot et Bouquet ont été étudiés par MM. Poincaré, Picard, Autonne, Bendixson, 
Horn, Dulac, etc, Consuller a ce sujet l'article de M. Painlevé dans l’Eneyclo- 
pdadie der Mathemat. Wissensch. : Gewdhnliche Differentialgleichungen, t. Il. 
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le second membre de (2) élant @ailleurs holomorphe au voisinage 
' des valeurs o de x et s. Dans ces conditions, Vorigine est, en géné- 
ral, un point singulier transcendant des intégrales z (voir p. 12). 
Nous allons nous proposer d’étudier lallure de ces intégrales au 
voisinage de 2 = 0. 
Soient 
A3=2(2+ %2%+ a27?+...), 


Ag= 6+ fir+.... 


Lorsque x et = sont tous deux tres petits, les termes prépondé- 
rants dans l’équation (2) sont les termes 222’, ax, 8s. Or, l’équa- 
tion limitée a ces lermes se trouve coincider avec l’équation dont 
nous avons fait une étude détaillée aux pages 67 et suivantes. 
Nous prendrons done cette équation 

‘ 8 < 


(3) 225 =47 4-5 2 


pour point de départ, et, (apres ses propri¢tés, nous distinguerons 


a proort divers cas. 
Reportons-nous (p. 67) aux exposants 


2, 2 Ws 


qui figurent dans l’expression de Vintégrale générale de léqua- 
tion (3). Nous ayons vu que ces exposants salsfont a la relation 


invariante 


il en résulte que les parties réelles de A, et A, ne sauraient étre 
toutes deux positives. D’ou les cas suivants (') (le symbole & signi- 


fiant partie réelle) : 
(A) KilAq > o. Riz) <o: 

1° Jy et Ay complexes; 2° A, et Ay réels irrationnels; 3° A, et Ag 
réels rationnels. 


(B) HiCAy <0; Fil As) <= 0% 


(1) Il faut écarter le cas ot l’on aurait },=%, A, = —1; Car, en ce Cas, a serait 
nul et ’origine ne serait plus un zéro simple de Aj. 
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1° Ay et Ay complexes; 2° A, el.Ay réels irrationnels ; 3° Re Cts 
réels rationnels. 


(G) = de= 0. 


Je me contenterai d’examiner ici les cas Tes plus simples et les 
mieux connus : ceux oll A, et Ay sont complexes, et celui ov ces 
quantités sont réelles et de signes contraires. 


I. — Valeurs des caractéristiques a Vorigine. 


Pour étudier l’équation (2) nous aurons recours a léquation 
auxiliaire 


(4) 222;=a0+ 82+ u[(A3;—axv)+(A,— B)s + Ays?+...] 


qui renferme un parametre p. variant de o a 1, et qui coincide avec 
’équation (3) pour py = 0, avec l’équation (2) pour p =1. Nous 
étudierons ('), en premier lieu, l’allure d’une caractérisuque aux 
environs de =o. Puis nous déterminerons le mécanisme des 
permutations qui s’operent au voisinage de l’origine, et nous recon- 
naitrons que ce mécanisme est exactement celui que nous avons 
décrit plus haut aux pages 74-76. 

Commencons par l'étude des caractéristiques. Nous savons [voir 
Pintégrale générale (3) de la page 74] que, pour 1 = 0, les deux 
caractéristiques z de (3) qui s’annulent en un point critique 2, 
trés voisin de Porigine restent tres petites tout le long du rayon 
x,0. De plus, lorsque les parties réelles R(A,) eb R(Ay) sont né- 
gatives, ces deux caractéristiques sont différentes de o et holo- 
morphes a lorigine; lorsque &(A,) est positif, Pune des caracté- 
ristiques issues de x, s’annule a l’origine comme 29, l'autre est 
non nulle et holomorphe. Je vais établir que ces particularités 
subsistent quand le parameétre vp varie avec continuité a partir 
deo. 

Pour ». voisin de o, les caractéristiques z issues de x, resteront 


(*) Cest cette étude que nous avons appelée, au Chapitre Il, Htude de la 
croissance dune branche d’intégrale. Il s’agit de considérer les branches indi- 
viduellement avant de passer a l’étude de leurs échanges. 


POINTS SINGULIERS DE BRIOT ET BOUQUET. 109 
trés petites au voisinage de lorigine, et il en sera ainsi tant que 
|u|S1, & condition que 2, soit intérieur A un cercle I de centre o 
suffisamment petit. En effet, soit un point de [: si, quelque pres 
de Vorigine que soit z, les caractéristiques considérées avaient 
en x un module supérieur a un nombre fini A, il résulterait du 
théoreme de Cauchy appliqué a léquation (4) que ces caractéris- 
tiques seraient holomorphes autour de x dans un cercle de rayon 
fini; elles ne pourraient done admettre comme point criique un 
point 2, arbitrairement voisin de l’origine. Ainsi, les caractéris- 
liques = sont arbitrairement petites lorsque le rayon de T est lui- 
méme assez petit; on peul done toujours déterminer [ de maniére 
que le second membre de (4) converge absolument dans ce cercle 
pour s égal a lune des caractéristuques qui s’annulent au point x. 

Faisons le changement de variable s = x Ve de maniére a mettre 


léquation (4) sous la forme 


ee Ae Soy _ 
+eviraey [ee 4 viriAs— p)+...]. 


——_ 5 


sy 


Les termes non écrits forment un développement (') procédant 
suivant les puissances de x\/f =z, lequel converge absolument 


dans T pour z égal aux caractérisuques que nous considérons. 


—— Ax,—242 ae 
D’ailleurs, — aes A,— % et tous les termes qui figurent dans 


les crochets contiennent xz en facteur. Nous pourrons donc tou- 
jours prendre [ assez petit pour que les caractéristiques ¢ satis- 
fassent dans ce cercle a Vinégalité 


(6) |ati+26—BY¥C—a|<pey]C|, 


— 


< étant un nombre donné arbitrairement petit. Dans le cas parti- 
culier ot |C| serait borné, on pourrait de plus déterminer le rayon 


de T de maniére que Von ait dans ce cercle 
(7) J2t'+2¢—8 C—al< ph} zl, 


S 


A étant un nombre fini indépendant du rayon de I. 
Cela posé, soit d’abord A(A,) <0, R(Ay) <0. 


|r ‘ ; 
(1) La somme de ces termes est de la forme: x \/€ = développement par rapport 


aux puissances de <. 
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Considérons, sur un rayon aboutissant a l’origine, le dernier (') 
point critique z, présenté par une caractérisuque ¢. Le long du 
rayon x, (les extrémités excep tees) les théoremes de continuité 
sont applicables a la caractéristique ¢. Or, nous savons que, pour 
=o, F est infini et méromorphe a Vorigine. Je vais en conclure 
quil en est encore ainsi pour p. réel et voisin de o. Plus généra- 
lement, je dis que, si la proposition est vraie pour 2<p' <1, 
elle ne saurait cesser d’étre vraie pour p= yl. 

En effet, on suppose que, pour » = y/—e (e arbitrairement 
petit), la caractéristique ¢ (qui admet 2, comme point critique) 
est infinie a l’origine et holomorphe au yoisinage de w = 0 le long 
de 2,0; des lors on peut déterminer un nombre 9 tel que l’on ait 


/ 
») 


sure; 0, pours | <9 et psu 


[o| > H, 


H étant un nombre donné arbitrairement grand. Partons d’un point 


x de 2,0 ot l’on ait cette inégalité : on aura sur xo 


[BVE+2/+peV|[C]< 81%), 


Intégrons entre z et o : nous obtiendrons 


<8|logix||*. 


x 


x 


| [toss + loge |* 


Or, lorsque z' tend vers o (x restant fixe ), [loge] 
ae 


est tres 
ae Ty Sa i 
~ 2 Pinégalité obtenue exige donc 


‘ Ns ‘ 
grand par rapport a o [Hog x | 
esl! Re: 


que logg, et par suite ¢, deviennent infinis 4 Porigine tandis que Cx 


reste fini. C. Osa Ds 


Soit maintenant R(A,) > 0, R(Ag) <o. 
Nous sayons que, pour ». = 0, Pune des caractéristiques ¢ issues 


(1) Le plus rapproché de Vorigine. 
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de x, est infinie & l’origine. La démonstration précédente prou- 
vera done quil en est encore ainsi quand » croit a partir de o, 

Considérons, d’autre part, la caractéristique G, qui pour p= o 
tend vers la valeur finie 7. Tout le long de 2,0 cette carac- 
térisuque est une fonction continue de U au voisinage de p= 0. 
Nous pouvons done déterminer le rayon de [ et les nombres e 
et vw’ de maniére que pour 2, intérieur 4 T et wSy’ on ait, 
lorsque |x| <9, 


¢ étant un nombre donné arbitrairement petit. Prenant alors uSp’, 
considérons sur 2,0 un point x arbitrairement voisin de Vorigine, 
ou %, prenne la valeur [ voisine de }, et appelons sv? (le long 


de xo) celle des caractéristiques de l’équation 


(8) eCU=—20+8VC+a 


qui est égale a J au point x. Toujours en vertu des lois de conti- 
nuité, cette caractéristique ? a l’origine est voisine de 7; elle 
2 


y est done égale aw? [ puisqu elle ne saurait étre qu’infinie ou égale 


aw? (p. 108)]. D’ailleurs, on aura sur xo. 
(9g) w— w,/<e, 


e’ étant arbitrairement peut en méme temps que é. 
. : as 
Posons maintenant (= #?-+ 4. Nous pourrons remplacer Gy, 


par le développement 
6 2 


20 Sis 


lequel converge pour § voisin de o. 
En particulier, nous pourrons toujours prendre ¢ assez peut 

pour que les inégalités (g) et 

(10) Of< oe 


entrainent (') 
§ 


Bt por ve 
PV Su t 


24 / 


(') On le vérifie en développant, par rapport aux puissances de (w— ,), les 


’ I I ? = 
coefficients —, — —— du développement de vy... 
20 sw : 
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D’ailleurs, || est par hypothése fini sur 2,0. Des. lors, on 
peut déterminer le rayon de [ de maniére que l’on ait sur xo 


Vinégalité (7). Et, par conséquent, sc Von a pris x asses petit 


= 


= se ist aye ae 
pour que hx sott inférieur a 


Je — 
, on aura le long de vo 


eC, 2t a wee —o 
> UL SU. wi 


\ 


Si, maintenant, nous nous rappelons que «? satisfait a l’équa- 
6 
= 2 Le 52 nl ee t * 
tion (8), que (,= #? +> ) et que iS eee siren nous pourrons 
écrire ce résultat sous la forme 


= (Nar 
(1) [#0 — Bl By? ou || < ave, 


Linégalité (11) sera satisfaite le long de xo & condition que 
Vinégalité (10) soit elle-méme satisfaite sur ce chemin. Or @ est 
nul au point a. Done (10) est satisfaite au voisinage de a sur un 
certain segment wa’ de Zo. Intégrons linégalité (11) le long du seg- 
ment xa’. Tout le long de ce segment ona 


gin | =w'!a [-1-R), 


w étant un nombre positif constant. Dés lors, nous aurons, puisque 


R(A,) > o et Q(x) = 0, 


= =e = jx] 
lz 0(z) |< Ve. i la i-I-RODd| x | 


é RAY) 
MN (Ay) (: pe . 
/ 


LH est clair que, sie’ et x (par suite z’) sont assez petits, cette 
inégalité entraine, a fortéort, Vinégalité (10). On est donc con- 
duit a une contradiction (') en supposant que linégalité (10) cesse 
JA : f.: ele 2 #5 GF y / 
d’étre satisfaite en x; en d’autres termes, les inégalités (10) et (11) 


Sy, 


xv 


sont vérifices tout le long de wo, et €,— est inférieur a6 a 


(') Raisonnement déja employé p. 42 et 4g. 
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Vorigine. Ce résultat est valable d’ailleurs, quelque petit que soit 2. 


Or, sé nous faisons tendre x vers 0, nous pouvons prendre 6 
de plus en plus petit. Done % est nécessairement égal a w? 
pour 2 =o. 

Cette démonstration établit que, silona C, (0) = w? pour z=0, 
on a encore cette égalité pour »Su'. De proche en proche, elle 
établira que %,(0) reste égal a wy tant que ust. G:.O. PED: 


Ill. — Etude du cas A(A,) > 0, A(A2) <0, 
dy et dy complexes. 


Considérons l'ensemble des caractéristiques 3 de l’équation (4) 
issues de l’origine avec une valeur initiale @ voisine de o. 

Lorsque 4 =o, cet ensemble jouit de la propriété suivante, 
mise en lumiére par l’analyse de la page 72: il ne présente dans 
tout le plan qu’wr point critique z,, d’autant plus rapproché de 
lorigine que aest plus petit. 

Les lois de continuité, applicables partout sauf au voisinage de 
Vinfini (*), montrent que la propriété subsiste pour p voisin de o. 
On peut done trouver un cercle [ de centre 2 = 0 et des nombres 
u,, a tels que, pour |u|<p, et |a|<a, l’ensemble des ca- 
ractéristiques issues de Vorigine avec la valeur initiale a ne 
présente qu'un point critique dans le cercle T. 


Tracons un cercle y concentrique a LP, contenu dans I, mais 
contenant z,. Soient, d’autre part, x un point fixe et z la valeur 
en x de l’une quelconque des deux caracléristiques issues du 
point a, avec la valeur critique o. Nous allons chercher une 
expression analytique qui représente z pour les valeurs de x com- 
prises entre les cercles y et I’. (Nous prendrons VP assez peut (*) 
pour que le second membre de l’équation (9) converge absolu- 
ment en un point quelconque x du cercle T pour Z —~-zet ot a 


Nous remarquerons WVabord que, si yy et |r, | sont suffisam- 


(*) IL n’y a pas a s’occuper de l’origine, puisque les caractéristiques considé- 
rées y sont holomorphes (si @ n’est pas nul). 
(2) Cela est toujours possibie d’aprés les remarques de la page 109. 


B. 8 
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ment petits, /a valeur initiale sara (pour |p| <1) ies voisine 
de ws2. Reportons-nous, en elfet, a l’intégrale (3) de la page 70, 
qui n’est autre que l’intégrale générale de (4) pour » =o. Afin 
@obtenir des caractéristiques qui présentent des points critiques 
arbitrairement pres de lorigine, il faut, ‘dans cette intégrale, 
donner 4 la constante C des valeurs de plus en plus grandes; or, 
Pégalité (3) de la page 70 montre que, lorsque |C| croit indé- 
finiment, ¢ tend vers w, quel que soit x. 

Donnant alors a || une valeur quelconque inférieure a yy, 
prenons l’équation (5) et faisons-y 


C=wi+u. 


En développant JS par rapport aux puissances de w et nous rap- 
pelant la valeur de }:, nous mettrons l’équation (5) sous la forme 


(12) Bu! = yt + 10 @ A= Cnn B® C4, VU + Cnn U2 +... 


les e étant des coefficients que nous nous dispenserons de calcu- 


=2 


ler. Appelons w la valeur initiale (voisine de zéro) u = = — (>. 
Le second membre de (12) converge absolument pour w voisin de 
zéro et pour # intérieur au cercle ['; il converge, par conséquent, 
pour x et uw voisins de elu. 

Cela posé, introduisons I’équation auxiliaire 


(13) vu' = hot + Vv[Ci9U + Cog x? +...], 


ot y est un parametre que nous ferons varier de o a 1. 

Le coefficient différentiel wu’ est une fonction holomorphe des 
trois variables 2, uv, ¥, pour w voisin de u, et pour x voisin de o 
et x mais non nul. Dans ces conditions, les théoremes de conti- 
nuilé permettent de développer par rapport aux puissances de y 
(autour de Porigine, sinon en son yoisinage immédiat) Vintégrale u 
de (13) qui est égale a u au point x. Cette intégrale sera de la 
forme 


(14) U = WV UpV4+-..., 


et les coefficients u (voir p. 37) seront déterminés par les équa- 
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tions dillférentielles linéaires 


wu, =)Agu,+ termes en 2, 2%, ..., 


wu = hgue+ termes en ru), 724, ..., 


(15) 


TU, = dgus + termes en u}, TU}, ..., Tus, ..., 


es. Cae ee eee a ae Oe Ne At OnE i. faldP EN La TOE Ty er 


les seconds membres de ces équations étant, par rapport a uw, 
Us, -.., des polynomes dont les coefficients sont convergents tant 
que le second membre de (12) est lui-méme convergent. 

La premiére équation (15) admet l’intégrale générale 


u=har+ex[ly+tlyrt...] (h constante arbitraire ), 


la fonction entre crochets étant holomorphe (') dans le cercle I. 
Portant cette valeur dans la seconde équation (15), nous obtien- 
drons Vintégrale générale 
oO 


u,=has+harrox[lyy+lyyr +...) +x %[lot+ larvt+...], 


h, étant une constante arbitraire et les fonctions entre crochets 
étant holomorphes dans . Mais nous avons le droit de supposer 
que /, est nul, de méme que toutes les constantes arbitraires qui 
figurent dans les développements de u3, u,, etc. En effet, il est 
clair qu il nous suffit de conserver dans expression générale (14) 
de Vintégrale uw une seule constante arbitraire h; cette constante 


sera déterminée de maniére que w prenne une yaleur initiale 


donnée (7) w en un point donné x. En poursuivant alors notre 
calcul, nous vérifierons sans peine que w, est de la forme 

U3 = 23 [59 +-ly,2 +...) + 22h a[l,,+-1,,07+...]+vh2x[l.+...], 
et, d’une maniére générale, que wz est de la forme 


Up=H*[Lpo+. . |+rk-thas| lh, os isl A .| = at +a hh I plk Ws Det) 


les fonctions entre crochets étant holomorphes dans I. 


(*) Le caleul qui donne Vintégrale générale de la premiére équation (15) 
montre en effet que la fonction ¢/,,+ ¢,,2 +... converge autour de =o, dans 
le cercle ob le second membre de |’équation est lui-rméme convergent. De méme 
plus bas pour les diverses fonctions qui sont entre crochels dans expression 
dé wW,. ‘ 

(7) La valeur de vs, et par suite celle deh, ne sera déterminée qu’a un mul- 
tiple de 2 Erith, pres. Pour la déterminer tout a fait, nous supposerons que dans 


w= edsles= on prenne pour logz la détermination de plus petit module. 
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aos oo - 2 
Donnons en particulier 4 3 ou a u e =—— w2) une valeur 


répondant aux conditions énoncées page 113, en sorte que l’en- 


semble des caractéristiques issues de x avec la valeur w ne présente 
aucun point critique dans la couronne circulaire  limitée par les 
cercles y et T. Alors, d’aprés les lois de continuité, le développe- 
ment (14) reste absolument convergent dans la couronne &, quel 
que soit v entre o et 1. On en conclut que ce développement est 
une fonction holomorphe des trois variables y, 2, hx pour|y|<1, 
x situé dans T, et | ha:| inférieur a un certain nombre ¢. En par- 
uculier, pour v=1, la branche d’intégrale définie par lavaleur 


initiale u est développable, dans la couronne x, par rapport 
aux puissances de x et hx. 

Lorsque hf prend la valeur particuliére o, le développement (14 ) 
converge dans tout le cercle I’, et représente une intégrale parti- 
cultére U qui est nulle a Vorigine et holomorphe dans VY. Nous 


appellerons Z, (=z fez2+U ) Pintégrale correspondante (nulle et 
-holomorphe a lorigine) de |’équation (4). 

Soit maintenant / diflérent de o. Lorsque x, dans la couronne ¥, 
décrit un tour autour de l’origine, Ax’: change de valeur : plus 
précisément, la constante A est multipliée par e*2'*. Supposons, 
pour fixer les idées, que le coefficient de z dans d, soit positif, et 
tournons dans le sens direct : alors, achaque tour, le module de h 
décroit, et le développement (14) ne cesse pas d’étre convergent, 
D’ailleurs, lorsque w tourne ainsi indéfiniment autour du cercle y, 
h tendant vers 0, la valeur 3 de s au point a tend vers la va- 


leur L,( x2) que prend en x Vintégrale particuliere Z,. 


Nous avons établi ces divers résultats en donnant a |u| une va- 


leur comprise entre o et uy. Avant d’aller plus loin, montrons que 


ces résultats resteront valables tant que |p|S1. 
Soit 7 un nombre tel que w [donné par le développement (14) | 
soit une fonction homolorphe de x, has, » et vy pour |a|<r, 


Rar |< ru) Se wy et. [SW Sie lt estclain (4) quer gzestant 


(*) Les parameétres p. et v jouent ici le méme réle, et nous aurions pu nous 
contenter @introduire un de ces paramétres au lieu de deux; mais il est consmode 
de se servir tantét de l’un, tantdt de autre, suivant les besoins du calcul. 
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fixe, 2, pourra étre pris d’autant plus grand que v’ sera plus petit. 
D’ailleurs, lorsque la limite u, tendra vers 1, la limite y’ tendra 
vers une limite différente de zéro (') : on peut donc trouyer un 
nombre y, tel que w soit holomorphe pour |z|<r, |ha|<r, 
[u[Sret 

Reportons-nous alors a l’expression de uw, (p. 115) et appelons My 
la plus grande valeur prise, pour || <7, par l’expression 


ape ves 


y=" 


ah oe 
Slur + Mtge) + oe + SUE 1) gi |, 


j=0 


Puisque u estholomorphe, lasomme des modules des termes (ena, 
h*: et v) du développement (14) est convergente dans les limites 
que nous nous sommes assignées ; nous sommes donc assurés que la 

k=e 
série - M,(ry,)* est une série convergente : nous en concluons 
k=1 
que le développement (14) reste convergent tant que |y|Si, 
j2z|<iry, |Avk| <r. 

Convenons en particulier de toujours prendre pour valeur 
de ce’! celle qui correspond a la plus petite détermination du 
logarithme, Alors, nous aurons ce résultat : pourvu Que H sorr 
ASSEZ PETIT, ON PEUT DETERMINER DES NoMBRES // ET I(r) <r" Sr) 
TELS QUE (QUELS QUE soleNT || EY |¥| COMPRIS ENTRE O ET 1) LE 
DEVELOPPEMENT (14) REPRESENTE UNE FONCTION HOLOMORPHE DE & 
et Arc’: pour r’<|cl|<r" ev |A|<H. 

Partons maintenant du point L ‘teh Lr |< r’) avec une valeur ini- 
tiale (2) w assez voisine de U(x) pour que la valeur correspondante 
de f# ait un module inférieur 4 H; puis tournons indéfiniment 
autour de lorigine dans la couronne de centre 0 our’ <<] a| <r". 
Si nous tournons dans un sens convenable A décroit indéfiniment 
(p. 116); done le développement (14) ne cesse pas de converger, 


ets tend vers Uintégrale particuliére Ly. 


(1) Pour vy = 0, les intégrales uw de (13) ne présentent aucun point critique en 
dehors de l’origine et de Vinlini. Il est donc impossible que le développement (14) 
cesse de converger pour v= 0,| 2] Sr, |Aas|Sr. 

(2) Cette valeur est déterminée univoquement d’aprés la note 2 de la page 115; en 


particulier, ala valeur w de U(z) correspond la seule valeur o de h. 
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Les caractéristiques issues de x avec la valeur uw ne peuvent par 
hypothése présenter des points critiques de module inférieur a 7” 
si ce n’est a l’intérieur du cercle I’ de centre o et de rayon 7”. 
Combien en présentent-elles? 


Donnons-nous a ]’origine une valeur initiale @ voisine de o, a 
laquelle nous ferons correspondre (comme nous l’ayons expliqué 


page 113) des valeurs déterminées z, u de z et w au point xz, et, 
par suite, une valeur déterminée de h. Pour que / soit nul, il faudra 
que a soit nul également; déterminons alors, autour de a= 0, 
une région A telle qu’a une valeur de a@ située dans A corresponde 
une valeur de / de module inférieur aH. Lorsque a variera dans A, 


les valeurs correspondantes de z, u, h engendreront des fonctions 
continues de a. D’ailleurs, ces fonctions seront uniformes : en 


effet, quel que soit a dans A, x sera, nous l’ayons vu, un point 


, 


d’holomorphisme pour Vintégrale z égale & z au point x; il ne 
pourra done pas arriver que deux déterminations de 3(a) yiennent 
se confondre. 

Cela dit, considérons l’ensemble des caractéristiques issues de 
Porigine avec une valeur a@ située dans A. D’aprés ce que nous 
avons vu page 113, On pourra toujours trouver un nombre Uy tel 
que, pour p réel et inférieur a y,, Pensemble considéré ne pré- 
sente qu'un point critique dans le cercle T’ de centre o et de 


‘ [et par conséquent, dans le cercle concentrique I” de 


rayon r 
rayon r”, puisque le développement (14) est, par hypothése, ho- 
lomorphe entre I’ et [’]. Supposons alors que pour =p, cet en- 
semble présente plusieurs poimts critiques dans I’: il faudra, 
dapres les lois de contunuité, que pour »= yp, i ait des points 
criliques sur le contour méme de I’, par conséquent, que pour 
us ,—e1l ait des points critiques situés entre I’ et P” et voisins 
du contour de I’. Cette circonstance ne se présentant pas, nous 
pouvons conclure que, quel que soit Me emtre 0, el 1, Vensemble 
des caractéristiques tssues de Vorigine avec une valeur initiale 
a situce dans & ne présente qwun point critique dans \". 
Jusqu’ici, le mécanisme des permutations opérées au voisinage 
de Porigine est le méme pour léquation réduite (3) et pour 
P’équation (2). Cette similitude va se manifester encore dans l étude 
que nous allons faire des permutations opérées directement autour 


de lorigine. 
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Prenant » quelconque entre o et 1, reportons-nous de nouveau 
4 Péquation (5) et posons 
C= wi+t 
de maniére a mettre l’équation (3) sous la forme 
(17) GOS yt - Aig @ 4 Ayn v2 = ayy vt 4 dy? +... 


Il résulte du paragraphe précédent (p. 113) que lune des carac- 
térisuques ¢ issues d’un point critique 2, voisin de o est nulle 
a Vorigine (¢ étant égal a 7). Nous allons étudier cette caracté- 
ristique ¢. 

Prenons un point x sur #,o et soit ¢ la valeuren x (valeur voi- 
sine de 0) de la caractérisuque ¢. Je dis que L’ENSEMBLE DES 
CARACTERISTIQUES ISSUES DE Z AVEC LA VALEUR INITIALE ¢ EST 
REPRESENTABLE AU VOISINAGE DE L’ORIGINE PAR UN DEVELOPPEMENT 
PROCEDANT SUIVANT LES PUISSANCES ENTIERES DE 2 ET DE Ca 
(e étant une constante arbitraire). ; 

Considérons, en effet, l’équation auxiliaire 


(18) ot=hyt+y[djyx+...], 


ou y est un parameétre variant de 0 a 1, et étudions ensemble des 
caractéristiques issues de x avec une yaleur initiale ¢ voisine de o. 
Pour y= 0, cet ensemble ne présente aucun point critique, lori- 
gine exceptée. Dés lors, pour y voisin de o, il n’aura aucun point 
critique dans une couronne circulaire de centre o (soit lorsque 


y| est inférieur a 


: ; Ate. nee 
o,< |r| <j, 9, étant arbitrairement petit si 


un nombre y, assez peut. 
Procédant alors comme a la page 114, nous pourrons repré- 


senter ensemble des caractéristiques ¢ par un développement 
(19) t= t)y + tev?-+... 


<o,. D’ailleurs, 


a ee | 


absolument convergent pour |y|<¥,, 9;<|z 
les ¢, (p. 119, éq. 15) sont des polynomes en Ca [c constante 


arbitraire déterminée (') par la valeur initiale t| dont les coeffi- 


(1) Voir page 115, note 2. La valeur de c¢ sera enti¢rement déterminée en 
fonction de la yaleur initiale ¢ si nous convenons de prendre (au point 2) dans 
av = es lee Ja plus petite détermination du logarithme. 
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cients sont des fonctions, holomorphes dansT, nulles pour 2 = o. 

Je dis que le développement (19) (convergent pour 6, < |z| < 9/) 

convergera a fortiori pour |#|<o,. Tracons, en effet, le 

cercle y, de centre 0 et de rayon 9,; menons une coupure suivant 

un rayon de ce cercle; puis, partant du ‘tontour de y, avec la 

détermination (19), faisons mouvoir x dans y, sans franchir la 

coupure. Dans ces conditions, considérons la variation de la 
k=n 

somme > | xv], et appelons N la plus grande valeur prise par 
k= 

cette somme sur le contour de y,. S’il arrivait qu’en certains points 


de y, la somme & ftit supérieure a 2N par exemple, il existerait 

nécessairement @ l’intérieur de y, un contour fermé, ne renfer- 

mant pas Vorigine, sur lequel © serait compris entre N et 2N, et 

dans lequel 2 dépasserait 2N. Mais cela est impossible, car, en ce 

cas, 2 deviendrait infini dans y,, ce qui n’a pas heu. [2 s’annule a 

Porigine, puisque R(A,) > o0.] Done © est inférieur a 2N dans 

tout y,, et, puisque N reste fini quand n croit indéfiniment, la 
k= 

somme » est convergente pour |x| <9, |v 
k=1 

que le développement (19) est une fonction holomorphe des 


trois variables vy, x etcx* pour |y|Sv,, |x| <p, et |cx| infé- 


<y,. On en conclut 


rieur a un certain nombre oc. 

Appelons en particulier s le plus petit des deux nombres 9) etc. 
mn procédant exactement comme a la page 117, nous démontre- 
rons que le développement (1g) restera convergent tant que 
|v|S1, pourvu que Nae | asa | OR | <asy 

Cela dit, partons, avec une valeur initiale ¢, d'un point fixe x 
intérieur au cercle T, de centre o et de rayonsy,, et Supposons |x| 
el || assez petits pour que la valeur de c¢ définie par ces condi- 
lions initiales satisfasse a Vinégalité (1) | ea | <_sy,. Lorsque x 
décrit dans le cercle Ty un tour complet autour de lorigine, la 
constante ¢ est multipliée par e*?'™, Supposons, pour fixer les 
idées, que le coefficient de ¢ dans A, soit positif. Alors, lorsque 


nous tournons indéfiniment autour de l’origine dans le sens direct, 


(1) La valeur de a: étant fixée par la note précédente. 
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e tend vers 0; dans ces conditions, le développement (19) ne cesse 
pas de converger, et ¢ tend vers lintégrale particuliére T obtenue 
en faisant ¢ =o dans (19). Cette intégrale est holomorphe dans 
tout le cercle Ty : nous appellerons Z Vintégrale correspon- 
dante de l’équation (4) en 5. 

Qu’arriverait-il si nous tournions, au contraire, autour de lori- 
gine dans le sens indirect? La constante c augmenterait alors 
indéfiniment, et il serait aisé de yérifier que le cercle de conver- 
gence du développement (19) tendrait vers o. Si nous continuions 
a tourner indéfiniment, nous obtiendrions des caractérisuques Z 
présentant des points critiques de plus en plus rapprochés de lori- 
gine et convergeant, par suite, vers l’intégrale particuliére Z,, 


ainsi que nous l’avons expliqué plus haut. 


Nous pouvons résumer en deux lignes l’ensemble des conclu- 
sions de ce paragraphe : le mécanisme des permutations qut 
soperent au votsinage de Lorigine pour une intégrale de 
léquation (4) est exactement le mécanisme décrit a la 


== 


52. Soit x un point arbitrairement rapproché de l’origine. 
Nous constatons que l'ensemble des déterminations obtenues au 


point © peut étre représenté par le Tableau suivant (') : 


oe eg S—4 Zo: 315 ; 
oom oN. ve 
a ya ee ne 
ANd Viens ae OAs L141, ++ 
S413 1 S=4,443 0,15 soit 


La premicre ligne contient les déterminations qui s annulent 


pour x =o et se permutent autour de Vorigine. La derniére ligne 
contient les déterminations qui ne sannulent pas pour 2 = 0. De 


plus, chaque détermination z,, se permute avec la détermina- 
tion z; correspondante autour du point critique 2, inserit au- 
dessus d’elle dans la seconde ligne. Si nous nous référons alors 


aux définitions de la page 96, nous pouvons dire que, pour 


(1) Lorsque la partie réelle de — est comprise entre 1 et 2, il correspond a 
7 ht a 
chaque déterminalion z une détermination 2 au plus (cf. p. 41-73). 
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Péquation (4), L’oRIGINE EST UN POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE 
ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU SECOND TYPE. 


ll. — EBtude du cas K(d,) > 0, A(Aey <0, Ay et Az réels. 


Dans Vhypothése ot A, et Ay sont réels, il convient de distin- 
guer deux cas suivant que ces quantités sont irrationnelles ou 
rationnelles. 

En premier lieu, supposons A, et Ay trrationnels. Tous les 
calculs que nous avons faits au paragraphe précédent subsistent 
alors sans modifications. Mais lune des conséquences principales 
que nous avions tirées de ces calculs se trouve étre en défaut : ° 
les intégrales z, développables par rapport aux puissances de x 
et cx et par rapport aux plitssances de x eth ws, ne tendent 
plus vers les intégrales particuliéres Z et Z,. En effet, pour A, 
et Ay réels irrationnels, les expressions e74'7:, e2k'™; (ot Ventier k 
prend des valeurs de plus en plus grandes ) conservent des modules 
constants, tandis que leurs arguments tendent vers toutes les 
valeurs réelles. 

Prenons alors un point fixe a voisin de o et une valeur de ¢ 
telle que le développement 


(20) LS a; xvi (ex) 
de % par rapport aux puissances de x et cx soit absolument con- 


vergent pour |x|<lal. Puis considérons dans le plan des = les 


points de la courbe représentée par l’égalité 


M)/ 


(21) 3(%) = Ya; ai(lele|z 


lorsqu’on fait varier w de o a 2% par valeurs réelles. Le dévelop- 
pement (21), restant absolument convergent pour les valeurs con- 
sidérées de w, est une fonction uniforme de cette quantité. Il 
représente donc, dans le plan des sz, une courbe fermée entou- 
rant Z== 0; et, LORSQUE 2, SUR LE CONTOUR DU CERCLE & =| 2 |, 
TOURNE INDEFINIMENT AUTOUR DE L’ORIGINE, LA DETERMINATION 


INLTIALE z(ax) SE PERMUTE AVEC UNE INFINITE DE DETERMINA- 


TIONS Bl 2). Z_(x), «+ QUI CONVERGENT VERS TOUS LES POINTS 
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DE CETTE COURBE FERMEE (21). Si ensuite nous faisons croitre | c |, 
nous obtiendrons une série de courbes (21)s’emboitant les unes dans 
les autres et se rapprochant de plus en plus de l’origine : a cha- 
cune de ces courbes correspondra une branche @intégrale diffé- 


rente; pour ¢=o0, nous retomberions sur l’intégrale particu- 
hére Z. 

On déduirait aisément de la que les points critiques x; d’une 
intégrale s, situés (au yoisinage de Vorigine) sur les caractéris- 


tiques issues de x avec les déterminations sj(xv), ne convergent 


plus vers 2 =o comme il arrivait au paragraphe précédent : ces 
points critiques convergent vers tous les points d’une petite 
courbe fermée entourant Vorigine. 

Nous n‘insisterons pas sur ce cas, qui nous met en présence de 
circonstances toutes nouvelles; car nous avons toujours admis 
jusqu ici que les points critiques d’une méme branche d’intégrale 
convergeaient vers un point-limite unique. 


Supposons maintenant que A, et A» solent rationnels et repor- 
tons-nous a l’équation (17) de la page 119, 


(£7) =x vw? +t, at=ht+dy2--..., 


équation qui nous a permis d’étudier les caractérisuques = nulles 
a Vorigine. Nous examinerons seulement le cas ou A, =T Fon 
n’aura pas de peine 4 traiter de la méme manicre le cas général ; 
dailleurs, il serait aisé de vérifier (') quil existe toujours un 
changement de variables rationnel permettant de transformer une 
équation (17) ot i, est réel rationnel en une équation (17) 


ow 4,1. Soit donc A,==1 et: 
PremiereMENT : d,y—= 0. — Je dis que L’EQUATION 
(50) tt=ttdyxv?+dyxrt+dgt?+... 


ADMET UNE INFINITE DE CARACTERISTIQUES NULLES ET HOLOMORPHES 


A L’ORIGINE ET FONCTIONS HOLOMORPHES D’UN PARAM@TRE C, 


(1) Voir les Ouvrages cités page 106, note 1. 
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En effet, cherchons a satisfaire a l’équation (2%) en posant 


(23) 6 = iL + No Bs ne 


Nous vérifions immédiatement que 4, reste arbitraire et que 
les coefficients 72, 43, ... sont déterminéspar les égalités 


212 = Net Ayo + Ayrq1+ A227}, 


3y3= n3+ fonction de y1, 72, 


Ainsi, nous pouvons déterminer formellement le développe- 
ment (23) lorsque nous nous donnons une valeur arbitraire de 7,. 
Je dis que, quel que soit 4,, ce développement est une fonction 
holomorphe de & et 7, au voisinage de x =o. En effet, suppo- 
sons le développement (23) ordonné par rapport aux puissances 
de x et de y,z: nous n’avons qu’a reproduire textuellement la 
démonstration des pages 119-120 pour constater que le déyelop- 
pement (23) est convergent pour |x| et |7,#| inférieurs a un 
certain nombre ¢. On voit ainsi que, dans les conditions ot nous 
sommes placés, l’origine n'est plus un potnt singulier trans- 
cendant pour léquation (4). 

Les branches d’intégrales nulles a lorigine sont, disons-nous, 
fonctions holomorphes dun paramétre y,. Au lieu du coeffi- 
cient 4,, on pourrait, si on youlait, prendre comme parametre 
la valeur C prise par les branches considérées en un point fixe 
voisin de Vorigine. 


Soit maintenant : 
DruxtimMement : dj) 0. — Je dis que 1’EQuATION 
(24) Bb Co Aja donna ee 


ADMET UNE INFINITE DE BRANCHES D INTEGRALES NULLES A L’oRI- 
GINE ET DEVELOPPABLES, AU VOLSINAGE DE L’ORIGINE, PAR RAPPORT 


AUX PUISSANCES DE ZW ET DE Ai ok logz. 


Considérons, comme nous en ayons pris Vhabitude, l’équation 


auxiliaire 
(25) et =t-yiidya-...). 


Nous savons que Vensemble des caracléristiques t issues d’un 
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point 2 voisin de Vorigine avee une valeur ¢ yoisine de o est 
représentable par un développement de la forme 


(26) t=t,v + tev?+... 


absolument convergent pour |y| < y,, Pix |x| <<, (vor p. 119). 
D’ailleurs, les ¢; sont déterminés (cf. p. 115) par les équations 
linéaires 

rly =t,t+dyr+ dyx?+..., 


wt, = t,-—termes en #t,, zt ..., 


et Pon en déduit (cf. p. 115) que les ¢% sont de la forme 


ti, =dyrlogr+a(ce+lyyx2+...) (ec = const. arbitraire), 


t= 2(diyrlogr) (ly, +l, r+...) 4+ 22 (loot lyyot+...), 


ty = wk (lpg t-...) 4+ 2E1(djoxvlogx)(li,+...) +... 


+ 2(diyxlogxr)F-(UA- +. ,.). 


Dans ces développements, les coefficients / dépendent de la 
constante arbitraire c. Convenons, en particulier, de prendre 


comme yaleur initiale de logx la plus petite détermination de ce 
logarithme. Alors la valeur de c sera enuérement déterminée par 

8 P 
la valeur iniale ¢. 

Les fonctions ¢, s’annulent toutes a lVorigine. On en déduit, 
comme a la page 120, que le développement (26) (convergent 
pour 6,<|2|<o’,, lorsque la valeur initiale ¢ est assez petite) 

‘ ‘ 
converge, @ fortiori, pour |x2|So,. Done le développement (26) 
est une fonction holomorphe des trois variables y, x et dy x logx 
pour |¥| Sv,, |x| et |diox logz| inférieurs a un certain nombre r. 
Appelons alors M, la plus grande valeur prise pour |e [erry 


par expression 


En raisonnant comme a la page 117, nous constatons que la série 
faa 
. My(ryv,)* est une série convergente, et nous en concluons que 
/ c 


kR=1 
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le développement (26) reste conyergent tant que |v|S1,|z|<rv, 
[dio xlogx|<ry. La proposition énoncée est done démontrée. 

Si maintenant, partant du point zx avec la valeur initiale ¢, nous 
décrivons une série de tours autour de lorigine, logx prend, 
aprés chaque tour, une valeur nouvelle, et nous obtenons ainsi 


en z une infinité de déterminations qui se permutent directement 
entre elles autour de l’origine. 


IV. — Etude du cas RA) Se, AlAs) — 0, 
Ay et hg complexes. 


Nous allons examiner rapidement ce cas a titre de dernier 
exemple. 

Considérons |’ensemble des caractéristiques z de l’équation (4) 
issues de l’origine avec une valeur initiale @ voisine de o. Lorsque 
v= 0, cet ensemble jouit de la propriété suivante mise en lumiére 
par analyse de la page 70; il ne présente dans tout le plan que 
deux points critiques £,, 2, d’autant plus rapprochés de lorigine 
que a est plus petit. Des lors, en vertu des lois de continuité 
(compares p. 113), on peut trouver un cercle [ de centre 2 = 0 
et des nombres p,, a tels que, pour |u|<y, et la |< a, Ven- 
semble des caractéristiques de (4) issues de Vorigine avec la 
valeur tnitiale a ne présente que deux points critiques x4, Ly 
dans le cercle Y. 

Tracgons un cercle y, concentrique a T, contenu dans I’, mais 
contenant 2%, et Bp». Nous nous proposerons de trouver une 
expression analytique qui représente, pour les valeurs de x com- 
prises entre y et [, Pune ou Vautre des deux caractéristiques 
issues de x, avec la valeur critique o. 

Remarquons d’abord que, si w= 0 et si | 2, | est trés petit, Pune 
des caractéristiques considérées est tres voisine de mw, entre ¥ 
etl’, tandis que l’autre est tres voisine de wa. En: effet, pour les 
caractéristiques qui présentent des points critiques arbitrairement 
pres de Vorigine, la constante C de la page 68 est arbitrairement 
grande; or l’égalité (3) de la page 68 montre que, lorsque |C| croit 
indéfiniment, une caractéristique @ issue de wz, avec la valeur o 
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tend (en un point quelconque x), soit vers @,, soit vers 2. De 
cette remarque il résulte, par continuité, que, sz uy, et |2,| sont 


suffisamment petits, les valeurs initiales (3, 3) au point x des 
deux caractéristiques que nous étudions sont respectivement 
votstnes de wy, x et Wr. 

Considérons, par exemple, la seconde caractéristique et posons 
(27) =— = w?+u, 
Tous les résultats obtenus aux pages 114-118 subsisteront ici sans 
modilications. L’équation (4) se transforme en léquation (12) et 
la branche d'intégrale uw de cette derniére équation, qui prend au 
point x une valeur initiale uw yoisine de zéro, est développable 
(dans une couronne circulaire) par rapport aux puissances de x 
et de hx |{ développement (14)]. Plus précisément, on peut déter- 
miner un nombre H et des nombres r',1" (inférieurs au rayon 
de V) tels que( quel que soit |u.| compris entre o et 1) le dévelop- 


pement (14) (ou Von fait y=1) représente une fonction holo- 
morphe de x et hx™ pour 1r'<|x|<r" et |h|<H. 

Lorsque / n’est pas nul, les caractérisiiques z définies par le 
développement (14) sont différentes de zéro a lorigine. Mais, 
pour 4 =o, nous obtenons une intégrale U a laquelle correspond 
une intégrale particuliere LZ, de lVéquation (4), nulle et holo- 
morphe a UVorigine. D’ailleurs, lorsque || tend vers o, la limite 
inférieure 7’ de la couronne circulaire ot converge le développe- 
ment (14) tend éyidemment vers 0; on voit ainsi que, pour h=o0, 
les points critiques situés sur les caractérisuques Z, (issues de o 
avec la valeur 0) viennent se confondre en 2 =o. Si maintenant, 
partant de alr< | x | <r”) avec une valeur initiale Ww yoisine (1) 
de U(x), nous tournons indéfiniment dans un sens convenable 
sur la circonférence de centre o et de rayon | x, nous obtenons 


au point 2 une infinité de déterminations nouvelles qui convergent 


vers Z,( xz) (ef.*p. 147). 


/ 


(1) Cette hypothése revient a supposer que le point critique a, (d’ot nous 


sommes partis a la p. 126) est suffisamment yoisin de lorigine. 
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On obtiendrait des résultats analogues pour la premiere carac- 
téristique ¢ issue du point x, avec la valeur o. Posant €= w+ 4, 
on trouyerait que cette caractéristique (ou la caractérisuque ¢ 
correspondante) est développable (dans une couronne circulatre 
de centre O) par rapport aux puissance’ de x et cx™ [ dévelop- 
pement (19), ot Von fait y=1]. Pour co, le développement 
obtenu donne une intégrale T a laquelle correspond une seconde 
intégrale particuliére Z de l’équation (4) nulle et holomorphe a 
Porigine. Si, d’autre part, a partir d’une valeur initiale ¢ de ¢ 
voisine de T (a), on tourne indéfiniment dans un sens conve- 
nable sur la circonférence de centre o et de rayon | |, on obtient 
au point «x une nouvelle infinité de déterminations qui convergent 
vers Liz). 

Une fois obtenus les développements (14) et (19) (ot lon fait 
y==1), nous reviendrons aux points critiques présentés dans le 
cercle [ de centre o par Pensemble des caractéristiques 3 issues 
de l’origine avec une valeur initiale @ voisine de o. Nous avons vu 
(p. 126) que ces points critiques sontau nombre de deux lorsque 
le paramétre p est inférieur a un certain nombre p,. En raison- 
nant comme ala page 117, nous démontrerons que, quel que sott 
wentre 0 et 1, le nombre de ces points critiques est toujours 2 
a condition que a sott intérieur a une certaine aire A entou- 
IMONINE OL === (he 

Cela dit, il nous sera facile de déterminer le mécanisme des 
permutations qui s’operent au yoisinage de Vorigine pour une 
branche d’intégrale 3. Ce mécanisme est exactement celui qui a 
été décrit aux pages 68-70. Soit « un point voisin de o. Les 
déterminations de s obtenues en ce point forment une série uni- 


linéaire 


Oy Sly sey 


sy S—1y 


et a chaque détermination 3; correspondent deux points critiques 

Lj1, ©; Qui le permutent respectivement avec Zj_, el 3j,4. Nous 

en concluons (vorr p. go) que, dans les conditions ou nous 
~ t ’] r 

sommes placés, L’ORIGINE EST, POUR L’EQUATION (4), UN FOINT 

TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU 


PREMTER TYPE. 


CHAPITRE Y. 
RELATIONS ENTRE LES SINGULARITES TRANSCENDANTES 
D'UNE MEME EQUATION. 


Je ne puis consacrer que quelques pages a ce probleme, qui 
cependant, dans une étude plus compléte, devrait occuper une place 
prépondérante. En effet, si nous voulons rester fidéles aux prin- 
cipes formulés dans l’Introduction de ce Livre, nous ne devons 
pas nous contenter d’étudier les intégrales d’une équation au voi- 
sinage d’une singularité transcendante isolée (quelle que soit 
extension donnée a ce voisinage, dans lequel nous avons compris 
un ensemble infini de points criuques algébriques). J] nous faut 
étudier les intégrales dans tout le plan et, avant tout, nous 
demander si les ensembles de permutations opérées au voisinage 
des diverses singularités transcendantes d’une méme équation sont 
des ensembles indépendants ou, au contraire, des ensembles liés 
par certaines relations. 

Voulant arriver tout de suite a des résultats précis, Je me con- 


tenterai d’examiner un type d’équation particulier, ?équation 
(1) ay’ + Agy?+ Azyi=o, 


ol. A; est un polynome de degré deux. 

On se rappelle qu’au Chapitre Hf nous avons fait une étude spé- 
ciale de |’équation (1) au point de vue de la croissance de ses inté- 
erales, et que nous avons été conduits a distinguer deux cas suivant 
que les degrés my et mg de A, et A, satisfont 4 l'une ou a |’autre 
des deux inégalités m3 > 2m2+1,m,;<2m,+1. Or, précisé- 
ment, il va se trouver que la distinction de ces deux cas, suggérée 
par des considérations d’un ordre tout différent, a une importance 
capitale dans notre probléme actuel. Tandis que pour m,==0 les 
singularités transcendantes de Véquation (1) (ot ms == 2) sont 


B. 9 
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liées entre elles par une relation invariante, ces singularités 


sont indépendantes lorsque mz> 0. 


I. — L’équation 2y'-+- y?+ ax(% —2)y3=0. 


En premier lieu, faisons dans |’équation (1) m,—=0 avec m3;=2. 
En effectuant au besoin un changement de variables de la forme 


(x2, 2 + const.), (On <const.)); 


nous raménerons |’équation (1) ala forme 


(2) way +y2+ax(4—a4)yi=o 
ou 
(3) 4 a 233 = 6+ an(x—). 


Nous allons nous demander de quelle nature sont les singula- 


rités transcendantes de l’équation (3) suivant les valeurs de a et a. 


/ 


Appelons i‘, A, et d', d,.les quantités \,, A, qui, d’aprés le 


Chapitre IV (p. 107), sont respectivement associées aux singula- 


rités o et a, et cherchons a calculer ces quantités. 


Pour calculer i, et 4, on doit prendre les racines , et w, de 


l’équation 
—o2v?+ w—axz=—d, 
puis poser 
I 1 


\,=—2+ —,) QS 2at : 
21 22 


Il en résulte que X et 4 sont les racines de l’équation 


4aa(A+ 2)?—a(A+2)+2=0 
ou 


(4) hau? + (16aa—2) + 16a0a—2=0. 
On vérifierait de méme que 2’, et X', sont les racines de 
(5) fau?+ (16a4+2)h+16@2+2=0. 


Si nous comparons maintenant les équations (4) et (5) 


obtenons les relations 


(6) VG ARE AG Ag = 8, MEAG HA + AL = — 8, 


nous 
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relations tnvariantes qué expriment la dépendance réciproque 
des deux singularités transcendantes x= 0 et «= 4. 

De ces relations (6) nous allons déduire diyerses conséquences, 
et tout d’abord celle-ci : des deux points singuliers 0 et a, Vun 
au moins est un potnt indirectement critique. 

Pour établir ce point, je montrerai que si l’on a R(X) > 0, et, 
par suite (p. 107), R(AL)<o, on a nécessairement A(X) <0, 
KR (Ki) <o. 

Vérifions-le pour i{. Nous savons que 

I if I I 
4%, M o G sees 


Remplacons alors, dans (6), 2), et X", par leurs valeurs @n fonc- 
plac 2 »?P ¥ 
tion de 4), A, : nous obtenons 
5 I I 
— ——— — ——— = ou SE SS SS SS 
1 > MY I ] 


pT ; 


et nous yérifions aisément quil est impossible que cette égalité 
soit satisfaite si les parties réelles de 2’, et 4, sont toutes deux po- 
sitives. Nous en concluons que l’un au moins des deux points o 
et a est indirectement critique ('). 

Il y aurait un intérét particulier a savoir déterminer toutes les 
équations (3) telles que les quantités 4), 4), 4, 4, correspondant 
4 ces équations soient réedles et rationnelles. C’est en ce cas, en 
effet, que les singularités transcendantes sont susceptibles de se 
réduire a des singularités algébriques ou a des points d’holomor- 
phisme. Voyons comment se posera le probleme : 

Il est clair que les quantités ) seront rationnelles en méme temps 


que les racines de l’équation en ww correspondantes. Or ces racines 


seront : 
Nga ea 
, a rtVi-— saa 
Pour ta sinculanté 20... v= : 
i 
, ay t&HvVi14+ 8aa 
Pour la singularitéz =a... w= a ee a 


Pour que ces quatre racines soient rationnelles, 1] faut etal suffit 


— 


(') Il ne saurait, par suite, y avoir a distance finie plus d’un point ow se 
coupent une infinité d’intégrales de (3). 
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que les quantités (1 — 8az) et (1+ 8a) soient toutes deux des 
carrés de nombres rationnels. Déterminer az de maniére a satis- 
faire aux conditions voulues revient donc @ trouver deux nombres 
rationnels carrés dont la somme sott 2. 

Crest la un probléme connu, qui admet une infinité de solutions. 
Considérons lune queleconque de ces solutions. Par exemple, 


eel 4 
prenons pour valeurs de 1— 8a¢ et 1+ 8az les deux carrés 55 et 3 
dont la somme est 2. Nous devons, pour cela, faire aa égal a ae, 
29 


\ x I 
nous donnerons, par exemple, a « la valeur 3 et a q@ la valeur ae 
29 


Alors Péquation (3) deviendra 
& 


(GP 222'=52¢+ 4(x%— 3). 


Pour cette équation, les quantités que nous avons appelées, 


respectivement ,, 2, A,, Ay sont a l’origine 


> 
ro) I I 
wW,=I, Wo = ’ eae —— >is 
2 2 d 
Sa 5 oe 9 ‘ 
Posant =: 2 Viet el z=—=2 (/’ + UW, nous ramenerons. 
a! 


(p. 114 et 11g) Pétude des intégrales de (7), qui sont nulles a 


Vorigine, a étude des deux équations 


Il y a une infinité d’intégrales nulles a l’origine, lesquelles 
admettent | origine comme point critique algébrique permutant 
deux déterminations. 

Au point z= 3 (point indirectement critique), les quantités @,, 
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Woe, hes Ag sont 


1, = 3; w= ss m=—Z, w= 

On prévoit que l’équation (7) jouit de propriétés remarquables. 
Mais de ces propriétés mémes nous allons déduire que Véqua- 
tion (7) est intégrable, en sorte qu’elle ne définit pas de transcen- 
dantes nouvelles. 

Je dis d’abord que l’équation (7) admet deux intégrales particu- 
heres algébriques. En effet, si l’on pose r= &2, Péquation (7) 
devient 

dz 


oF = 5tve+B(E—3), 


- 
Rn 


équation qui est vérifiée si l’on fait 


(9) e=P=—f(§+ 73), s=Py= —B(E- 7). 


De Vexistence de ces deux intégrales nous déduirons a priort 


que l’on peut faire un changement de variable 
e=Hz = G 


a 


(H et G étant des fonctions rationnelles de §) tel que la fonction 


multiforme = de v soit une fonction a points critiques fixes. Déter- 


minons, en effet, la variable » de maniére que, pour s égal a lune 
? d dD 
des intégrales polynomales (9), 9 soit égal 4 une constante, ce qui 


revient 4 déterminer H et G par les deux égalités 


HP-+G=c, 


HP,+-G=c¢,. 


La fonction © se trouve satisfaire a une équation différentielle 


de : A : ' 
de la forme z= fonction rationnelle de ¢ et v. 
iZ 


° 
e 


Des lors, pour que la fonction ¢ de ¢ etit des points eritiques 
mobiles, il faudrait qu’il existat des intégrales s qui, pour des va- 
leurs mobiles de v, satisfissent a Pégalité 


. ghcmariny vib 
Cd EH s+G+H sy =o, 


134 CHAPITRE V. 
en méme temps dailleurs qu’a Végalité (8). Mais les équations (8) 
et (10), considérées comme systéme d’équations linéaires simulta- 


, ; . dz ; 
nées déterminant z et —, n’admettent que deux solutions. Et, 


dt 


puisque nous connaissons déja les solutions~s = P, z = P, (corres- 
pondant aux valeurs fixes c et c, de ¢), nous pouvons affirmer 
qwil n’y en a pas d’autres. Ainsi la fonction E(v) est une fonction 
4 points critiques fixes : par suite, l’équation différentielle qui la 
définit est nécessairement une équation linéaire ou une équation 
de Riccati (comparer la démonstration de la page 22). 

Pratiquement, pour transformer |’équation (8) en une équation 
a points critiques fixes, il suffira de poser 


ee 
Gs g 


C= 


On trouvera que & est défini en fonction de ¢ par |’équation dif- 
férentielle linéaire 


dt 1— ¢ 1 


= 
de Heck V3 0(e —2) 


équation qui donne v par inversion d’une intégrale abélienne. 


Avant daller plus loin faisons quelques remarques sur les 
branches d’intégrales de l'équation (8) voisines de P et Py. 


Entourons le point —— /3 Wun petit cercle y (me contenant 


pas l’origine), puis placons-nous en un point € du contour de ce 
cercle et posons 


bas TEMES), 
V3 


Je dis que, st 6 est suffisamment voisin de by, une caractéris- 


tique quelconque de (8) issue de — avec la valeur initiale b 
nadmet, en dehors du cercle y, aucun point critique a dis- 
tance finte. 

in effet, d’apreés les lois de continuité, ensemble des caracté- 
ristiques égales a 6 au point t est, pour 6 voisin de 69, une fonc- 
tion holomorphe de 6 en tout point du plan des §, excepté 


peut-étre au voisinage des points =o, = \/3 qui annulent 
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Vintégrale polynomale P, (pour laquelle b = by). Mais nous savons 
(p. 132) que léquation (8) posséde une infinité de branches d’in- 
tégrales qui sont toutes nulles et holomorphes a lorigine fA), AGEs 
branches sont fonctions holomorphes d’un certain paramétre C 
(cf. p. 124); Je supposerai que l'on ait pris comme paramétre C 
Ja valeur des branches d’intégrales en un point fixe £, voisin de 
lorigine, situé par exemple sur le segment Eo (on choisira & de 


maniére que o ne traverse pas le cercle y déerit autour du 
point V3 ). Sinous appelons alors Cy la valeur P, (Er ), les caracté- 
risuques issues de E’ avec des valeurs C voisines de Cy seront 
toutes nulles et holomorphes a l’origine. Considérons maintenant 
les caractéristiques issues de : avec la valeur initiale ”. En un 
point quelconque de Zo, ces caractéristiques sont fonctions nolo- 


morphes de & pour 6 voisin de 6). Done Cest fonction holomorphe 
de 6 pour 6 voisin de 6); donc, encore, les caractéristiques dont 
la valeur initiale } est suffisamment voisine de by prennent en Eo 
une yaleur voisine de Cy et sont nulles et holomorphes a UVori- 
gine. On en conclut que l'ensemble des caractéristiques issues 
de = avec la valeur 6 ne présente pas de point critique au voi- 
sinage de l’origine, mats seulement dans le cercle y. 

Nous allons maintenant démontrer une importante propriété de 
Véquation générale (3). Nous écrirons cette équation sous la 


forme 


(ir) aE ee 


aprés avoir eflectué les changements de variables (5, eae wo = 2, 
Faisons varier avec continuité les paramétres a et z, de telle 
maniére que l’origine continue a étre un point directement cri- 
tique [pour lequel A(A,) > o], tandis que les points § = y/2 
ne cessent pas d’étre des points indirectement critiques. 
L’équation (11) admet, comme on sait (p. 127-128), deux inté- 


(1) Si l'on fait 2 = &, ces branches sont données par l’équation en ¢ 


Gi ba ee oe 
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grales nulles et holomorphes au point indirectement critique 

—E—\/z. De ces deux intégrales, lune, Z,, est tres voisine de P, 

lorsque a et % sont respectivement tres voisins de 0,04 et 3. Sui- 
ae 

vons cette intégrale Z, le long d’un rayon quelconque issu du 


point \/z : nous obtenons un ensemble de caractéristiques (Z, ) 
qui ne sauraient (si @ et % sont suffisamment voisins de 0,004 et 3) 
présenter des points critiques ailleurs qu’au voisinage de Vorigine ; 
je dis que cet ensemble n’admet comme point critique que Vori- 
gine elle-méme. 

En effet, nous savons (p. 119) que l’équation (11) a une infi- 
nité de caractéristiques (3) nulles a l’origine, fonctions holo- 
morphes de‘z et de la quantité cx. Ces caractéristiques (2) 
(lorsque |c! est assez petit) ne présentent aucun point critique 
autre que l’origine dans un cercle 6 de centre x = 0; elles sont 
par suite (d’aprés les lois de continuité) fonetions holomorphes 
de a et a en tout point de 6 (Vorigine exceptée). Soit, d’autre 
part, C la valeur dune caractéristique (3) en un point 2 intérieur 
a 6; la constante que nous appelons c se trouve étre fonction 
continue et uniforme de C (voir p. t1g, note 1). Posons, dés lors, 
Co=P,(E') : les caractéristiques (s) sont, dans le cercle 6, des 
foncuons continues des trois variables C, a, ~ pour C, a, % res- 
pectivement voisins de Cy, 0,04 et 3. 

Soit maintenant Z, la valeur en gr de la caractérisuique Z, suivie 
le long du segment wie bl Pour a@ et % voisins de 0,04 et 3, Z, est 
voisin de Cy. Done la caractéristique issue de £ avec la valeur ae 
et suivie le long de ’o, estune des caractérisuques que nous avons 
appelécs (z). En d’autres termes, l'ensemble des caractéris- 
tiques (Z,) présente a lorigine un point directement critique 
isolé, ainsi que nous l’avions annoneé, 

La démonstration qu’on vient de lire suppose a et « voisins 


ade 0,04 eb 3, Soil |\@— 0.0/4 '— oe 
»O4 ) 39°4 ~ 


a—3|<o,. Mais, une fois ce 
résultat obtenu, nous pouyons répéter la méme démonstration (') au 


(') Soit a, «%, un systeéme de valeurs a et x pour lequel la proposition soit 
démontrée, et soit R, Pintégrale Z, correspondante. Il suffira de faire C, = R, (é’) 
dans la démonstration précédente pour que cette démonstration s’applique au 
voisinage des valeurs a, et a, de a et a. 
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voisinage de | a— 0, 04 | =s, |«a—3|—=¢,. Nous constatons ainsi 
que la proposition énoncée ne cesse pas d’étre vraie tant que a et & 
restent dans un certain’ domaine : parmé les deux intégrales de 
Véquation (11) qué sont nulles et holomorphes au point \/2, 
Lune, Z,, est telle que Vensemble des caractéristiques (ZL, ) 
issues de \/x avec la valeur o ne présente, dans tout le plan, 
dautre point critique que Vorigine. 

En nous appuyant sur ce théoréme, nous pouvons répéter, a 
propos de léquation (11), les remarques que nous avons faites 
plus haut sar ’équation (8). Tracons autour du point \/a un petit 
cercle y ne contenant pas l’origine; appelons Z un point du con- 
tour y et posons by = Z, (=). Le raisonnement exposé ala page 135 
permettra d’établir la proposition suivante: Sé 6 est suffisam- 
ment voistn de by, une caractéristique quelconque de (11) issue 
de = avec la valeur initiale b n’admet, en dehors du cercle %: 
aucun point critique autre que Vorigine. 

Ce qui fait lintérét de cette proposition, c’est qu'elle établit 
une corrélation entre les diverses singularités transcendantes des 
intégrales de l’équation (11). 


du 


SVT 


Nous sayons en effet (p. 190) que si, partant du point 


contour y avec une yaleur 6 voisine de by, nous voulons opérer la 


série unilinéaire de permutations qui définit le point \/z comme 
point de premiére espéce de la premiére sorte, nous devons décrire 
une suite de tours le long du contour an 


Or, faisons le changement de variable —=\/4 y~' qui trans- 


forme le cercle y en un cercle G de tres grand rayon, et les 


¥ 


: 1 , : 
points F—o,f—n en f= ms f = 0, Il résulte de la proposi- 


y % 


tion énoncée plus haut que, si yestun point quelconque du con- 

tour G, l'ensemble des caractérisuques issues de 7 avec la valeur b 
s oe 4 . I 

ne présente aucun point criique en dehors des points —= et o. 
y a 

Par conséquent, déerire a partir de y le contour du cercle G 


équivaut a décrire un lacet fermé quelconque autour des 
4 


» 


deug: points y= 0 et, y == 
Revenant a la variable £, nous énoncerons ainsi cet important 
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résultat: Les permutations opérées autour de la suite de points 
critiques algébriques qui converge vers le point indirectement 
critique Va équivalent aux permutations opérées autour des 
deux points directement critiques F—oetE=o. 

Le résultat ainsi obtenu n’étant pas altéré par le changement 
de variable « = ?, nous pouvons l’appliquer a l’équation (3) en 


remplacant E par x et a par @. 


Il. — L’équation 2y'+ A(x) y*?+ ax(a2—2)y3= 0. 


Passons maintenant au cas ou le coefficient A, de l’équation (1) 
aun degré positif (A; étant toujours de degré 2). J’ai dit que, 
dans ces conditions, il n’y a plus de relation invariante entre les 
diverses singularités transcendantes de |’équation (1). C’est ce 
dont nous allons nous rendre compte. 

Je supposerai, pour fixer les idées, A, du premier degré. Les 
conclusions auxquelles je parviendrai dans ce cas s’appliqueront 
a fortiort lorsque le degré de A, sera plus éleveé. 

En posant y= ss"! et faisant au besoin le changement de 
variables (2, x + const.), (y, ) >< const.), on mettra l’équation 
proposée sous la forme 


(12) 223=(i+fr)s+axr(x4—2). 


8 de maniére que 


les points x = 0 et x = soient des singularités de types assi- 


Je vais montrer que l’on peut disposer de 


gnés a Vavance. 
Cherchons encore a calculer les valeurs 4/, Aj, et X,, 1, des para- 
métres A,, Ag relatifs aux deux points 0 et a. 
Les quantités j et A sont données, comme au paragraphe I, 
Rs 


par Péquation (4) de la page 130. Quant aux quantités 4', 4), 
elles sont évidemment égales a celles que fournirait l’équation 


253'=(1+ B2)s+ aa(x— 4), 


Or, cette derniére équation se transforme, par le changement de 
variable s = (1+ fa) w, en 


“4 ; ere ag ( ) 
20W = W ——— (%@-- 4 
(1+ Ba)? ei 
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d’ou lon conclura que i) et 4 vérifient l’équation algébrique 
2 4aa \6a% ; 16a 
(13) ———,, A#+ | — +2 Rb ae aay eo: 
(1+ Bx)? (1+ Ba)? (1+ Ba)? 


Les coefficients de cette équation n’étant liés aux coefficients 
de Péquation (4) par aucune relation invariante, il est clair que 
l'on pourra toujours disposer des paramétres a, 4, $ de maniére a 
fixer arbitrairement le type des singularités o et x. 


a: ‘ I 
Soit par exemple (comme a la page 132) a= t= 3. Pro- 

a} 
posons-nous de déterminer $ de maniére que i’, = Aj et A, = 4): 


i] faudra évidemment et i suffira que nous prenions 


(1+ 28)?=—1 ou 368 =—1u. 


= F : : 1 u ‘ . 
En particulier, faisons 8 =— = + ;, auquel cas ]’équation (12) 
2)  ] 


se transforme par le changement de variable (<, =) en l’équation 
% 


(#4) 22'=(5— ©) s+ 2(% 3). 


OC 


La singularité o de l’équation (14) se comporte comme la sin- 
gularité o de |’équation (7). Ona 4, = ‘, y= 7 ce qui donne 
une infinité dintégrales nulles pour «=o, lesquelles admettent 
lorigine comme point critique algébrique permutant deux déter- 
minations (voir p. 132). 

D’autre part, léquation algébrique (13) [ou (1+ Bx)? = — 1| 
coincide avec l’équation (4). On a donc 


et ’on en conclut que la singularité 3 de UVequation (14) est du 
méme type que la singularité o. 

L’équation (14) souit, dés lors, de cette propriété remar- 
quable que ses intégrales ne présentent aucun point singulier 
transcendant a distance finite. L’étude de cette équation semble 
devoir étre, pour ce motif, particuliérement intéressante. 
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Nous venons de construire une équation (12) dont les singula- 
rités transcendantes dégénérent en singularités algébriques. II est 
clair que nous pourrions, tout aussi aisément, construire une équa- 
tion (12) présentant deux points transcendants directement cri- 
tiques. C’est la une circonstance qui ne saurail se présenter, nous 


lavons vu, lorsque @ est égal a zéro. 


NOTE. 


SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
DONT LIINTEGRALE GENERALE N’A QUWUN NOMBRE FINI DE 
BRANCHES, 


Par M. Pau, PAINLEVE. 


Proprvélés génerales des équations différentielles 
du premier ordre. 


1. Soit 


dy P(#,y¥) 


<= (P et QO polynomes ena, 
ges Cia) Q poly y) 


{ 1) 


une €quation du premier ordre et du premier degré. 


Tutonime J. — Une intégrale y(x) de @équation (1) ne sau- 
rait présenter, dans le plan des x, de points singuliers non 
algéebriques, en dehors de certains points fixes § en nombre 
fini, qui peuvent étre déterminés algébriquement en fonction 
des coefficients de Pet Q. 


Ce théoréme a été démontré dans le corps de l’Ouvrage, et les 


oy 


: r fed o bis Sis i 97 5 
points ¢ ont ete enumeres (p. 19-17). 


2. Soit maintenant y = (x, y®, c°) lintégrale qui pour 2 = x° 

prend la valeur y®. Considérons, dans le plan des x, deux points 

4 = -< . . . . . . . . . ie 

fixes (!) z° et x arbitrairement choisis, mais distincts des’points &, 

et un chemin quelconque L joignant ces deux points et assujetu a 
pit : e 

la seule condition de ne passer par aucun des points ¢. Prolon- 


(') Je représenterai par x (ou 2", etc.) une valeur five de la variable & 


Cou co "etea). 
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geons analytiquement, le long de,L, la fonction y(x) =¢9 (x, ay, x) 
en laissant ay une valeur constante égale 4 6 ou voisine de 6. Si 
nous rencontrons sur L un point critique (algébrique) de y(2x), 
nous adoptons, apres avoir franchi ce point, une quelconque des 
valeurs de y(#) qui se permutent autour de ce point. On arrive 
ainsi en avec une certaine valeur y = o( a, vy, 2°) qui dépend 


dey": 


Tutoreme I]. — L’expression o(a, 7°, x) coincide avec une 
branche d’une fonction de y° algébroide pour y® =b, quelle 
que sott la valeur b ( finie ou infinte) considérée. 


Ce théoréme se trouve démontré dans le corps de l’Ouvrage, 
par le raisonnement indiqué au début de la page 20 et page 33. 


3. Remarques sur le théoréme IT. — Considérons la fonction 
ae Ola. x) et prolongeons-la analytiquement dans tout le 
champ des ~ et des y(x° restant invariable). On peut étre tenté 
de déduire du théoréme II la conséquence que cette fonction ne 
saurait présenter dans le champ des y° des singularités non algé- 
briques. Ilimporte de bien comprendre que cette conclusion n'est 
pas exacte. 

Représentons par Y(2) lintégrale qui correspond aux condi- 


tions initiales (7 = 2, y 


— 0). Pour plus de clarté, supposons 


dabord que y(x) ait un nombre fini p de branches; tracons, dans 
le plan des z, entre x et 2, p chemins L,, ..., Lp de longueur 
finie, ne passant par aucun point Eni par aucun des points cri- 
tiques de Y(a), et tels qu’on arrive en @ sur ces p chemins avec 
les p valeurs Y,,..., Yp. Sil’on donne a y® des valeurs voisines 


de b, Vintégrale y (a) définie par les conditions (a2 = x, y 


=" ) 
prend, en 2°, p valeurs 7, ..., 7p voisines de Y,, ..., Yp quand x 
varie de z° en x sur les p chemins Ly, ., Lp. La fonction 
LS Oke 7/2, x) a done au moins p branches, soit y= 9, .. 

VY =p, qui, d’aprés le théoreme IL, sont algébroides pour y° = b. 
Mais si lintégrale considérée (2), voisine de Y(z), a plus de 


p branches, la fonction y = o(a, y®, ©) a d’autres branches, soit 
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Y = Ppzi( x, 9", w), ..., qui peuvent admettre y’= 6 comme 
point singulier transcendant. 
Montrons-le immédiatement sur un exemple. 


A. Etude d’un exemple particulier, — 1’ équation 
. ' v% 
(2) SSS = 
Bhiy += 1) 


a son intégrale générale définie par la relation 


{3) ear yuer — Cr (CG constante arbitraire ). 


+ 


Les points ¢ de l’équation (2) sont 2 =o et r = x. Elle admet 
Vintégrale paruculiére vy = 0; sa transformée en s = — admet I’in- 
s aye 


tégrale z= 0. Toute autre intégrale y(z) ne peut devenir nulle 
ou infinie en dehors des deux points x = 0 et x =o. Enfin, aux 
points critiques mobiles (algébriques) de y(2), la fonction 
est égale a 1. D’aprés (3), une intégrale y(xz) n’a donc, en 
dehors du point «=o, qu'un point critique a distance finie, a 
i 


yo 


branches seulement se permutent. 


savoir le point z=— —e-"F", et autour de ce point deux 


La relation (3), qui définit Jes intégrales y(2), peut s écrire 
44) y + logy = logx + const. ; 


quand z tend yers zéro, y tend vers zéro ou linfini; or, l’équa- 
tion (3) én y n’'admet qu'une racine y(z) tendant vers zéro avec x 
et cette racine est holomorphe pour w = o. Chaque intégrale y (2) 
admet done une branche et une seule holomorphe pour «=o et 
toutes ses autres branches (en nombre infini) deviennent infinies 
pour z= 0, comme log x, etadmettent ce point comme point cri- 
lique transcendant; quant au point 7 =, ¢’est un point singulier 
transcendant de ¢outes les branches de y(«), et ces branches de- 
viennent infinies en ce point comme log. 

Etudions maintenant y comme fonction dey’, en laissant a x 
et 2° des valeurs inyariables; la fonction y = 4(y") ainsi définie 
est une fonction a une infinité de branches qui admet les points 
y=, y° =o comme points singuliers transcendants. 
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En effet, Vintégrale générale, y.(.) peut s’écrire y= 9(Cr), 


2 ACES We : ee ae 
on Ol" pe il suit de la immédiatement que, pour y°= 0, une 


. 


des branches et une seule de 4(y°) est nulle et holomorphe; toutes 
les autres branches sont infinies, comme log y®, et admettent 
y? =o comme point critique transcendant. Pour ce qui est du 
point y°= x, on voit immédiatement que l’équation 


x 
yt+logy =y+ logy + log — 


0 


oN 
nr 
Ww 


fi 
i) 


oa 
= y+ log y+ a, (a=10s ) 


admet une solution y=/(y", a) et une seule (') méromorphe 
pour y° =o (et infinie comme y°); toutes les autres branches 
de wey’, a) ont y® = «© comme point critique transcendant. 

Ce résultat s’explique d’apres la remarque du n° 3. L’intégrale 
A (a) sdéfinie par (== 2% 19% =="0 vest «Vizsayrelletn tage ume 
branche. La foncuon y=o(a, y°, x) a done au moins une 
branche algébroide pour y®=o0, mais toutes les autres peuvent 
admettre et admettent en fait y° = 0 comme point singulier trans- 


cendant. Une remarque analogue s’applique a l’intégrale y =o, 


ou 3 => = 0, défimie par (7 = .0°, am). 


(1) On montre aisément que s'il existe une racine y = f(y", a) de (5), algé- 
broide pour 7,= , cette racine est de la forme 


Y=H=AY = B+ yi + ae sees 


Quand on remplace, dans (5), y par ce développement, les coefficients A, B, C. 
se calculent successivement sans ambiguilé : 


AVES Ts, Bea, C=—a, 


Comme, d’autre part, nous savons (n° 3) qu’une au moins des valeurs de: 
y=¥(y', @) est algébroide pour y°= c, le développement précédent est sdre- 


ment convergent, On peut, d’ailleurs, le vérifier par la méthode des fonctions. 
majorantes. 


2B : Phe -e 
Xemarquons que @ ou log = admet une infinité de valeurs, différant entre 
" : me he = 0 s 
elles de 2nim (7 entier positif ou négatif); la branche y = o(y , log =) mé- 
\ 


romorphe pour y°=o, admet dans le champ des x une infinité de valeurs se: 
permutant autour du point fixe 2 =o, 
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Nous reviendrons plus loin sur cet exemple. Remarquons seu- 
lement que, quand y° tend vers o (cv restant fixe, égal a 
-1 par exemple), le point critique mobile de y(x), a savoir : 


Us bet ~ ier Be seals. OUR : 
L=— —e (+) tend vers linfint, c’est-d-dire ici vers un point §. 


(Juand y® tend vers Pinfini, ce point critique devientcomplétement 
indéterminé. 


Cet exemple suftit 4 montrer la nécessité @approfondir les par- 


ticularités de la fonction yv = o(z, y°, x°) dans le champ des y°. 
Nous traiterons d’abord le cas particulier remarquable ot l’inté- 
grale générale y(.2) est une fonction an branches. 


3. Equations (1) dont Vintégrale générale y(x) est une 
fonctions an branches. 

Supposons, en premier lieu, que lintégrale générale y(«) soit 
uniforme. Soit v(x, y®, £°) Vintégrale définie par les conditions 
initiales (= 2°, y= 1°); lafonction v(x, y°, x°) a une valeur 
unique pour y9=b, que b soit fini ou infint, et cette valeur 
est une fonction méromorphe de y? pour y?=b. La fonction 


y= lz, y", x) estdonc une fraction rationnelle en y®. Si Von 


“ 


permute le role de z etde #°, ona évidemment y° =9(.2°, ys a). 
La fraction rationnelle y(y®) est donc nécessairement du premier 
degré. L’équation (1), par suite, est une équation de Riccati. 

Supposons maintenant que Vintégrale générale y(x) soit une 
fonetion a n branches; par définition, nous entendrons par 1a 
que chaque intégrale v(x) a exactement n branches, exception 
étant faite peut-étre pour certaines intégrales formant un en- 
semble dénombrable. 

Soit ¢ une quelconque des valeurs de y® telles que Pintégrale 
¥\z, ¥*, x) ne soit pas une fonction de # an branches. 


Représentons par E l’ensemble (') de ces points ¢ dans le plan 


(1!) Soit n’ le nombre de branches de lintégrale y(a, (os xD); n' est nécessaire- 
ment moindre que n. Car sin’ > xn, l'intégrale y (2, Nan xz) admettrait au moins 
n’ branches pour toutes les yaleurs y’ voisines de c. Un raisonnement analogue 
montre que tout point limite y° des points ¢ est aussi un point cy aulrement dit, 
VYensemble dénombrable E est ferme; il renferme son ensemble dérivé. Mais 
ces remarques ne sont pas indispensables au raisonnement qui suit. Ce raison- 


B. 10 
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des y®. Si 6 n’est pas un point de cet ensemble, lintégrale 
y(a, v°, 2°), pour y® égal a b ou voisin de 6, est une fonction 
de x an branches, soit les branches y,, ..., yv,- Les combinai- 


sons symétriques 


i=n 
bes: re sey Vi 2---J ny 
jf =o 


ont une valeur unique (x gardant une valeur distincte des 6) em 
tout point & du plan des y® gui ne fait pas partie de l'ensemble E, 
et cette valeur est une fonction méromorphe de y°® pour y°= b. 


Si done lexpression uniforme OZ — +(x, y°, x°) présente des. 
singularités non polaires, ces points singuliers font partie de l’en- 
semble dénombrable E, et par suite, d’aprés un théoreme bien 
connu, ilen est, soit le point y= y, qui sont zsolés. Les mémes 
remarques s’'appliquant aux autres combinaisons symétriques, la 


fonction y = (2, y°, xz) vérifie une relation de la forme 
( I ) yet Si An-t (x, Eyal 7) Vitae ate A, (z, yo, 2) y a Ag(a, war x0) = Oyj. 


ott les Aj sont des fonctions uniformes de y® qui, si elles ne sont 
pas algébriques, admettent au moins (a distance finie ou infinie) 
un point singulier isolé (point essentiel au sens de Weierstrass), 
yee aa (isa 
soit té point y°= y. 

Mais si on permute le role de z et de x, on voit aussitot que la 


fonction v°= o(2°, y, #), fonction définie par (), vérifie aussi 


‘ 


la relation 


(2) yh + Ani (x, y, w)yRot +... + Ai (@, y, 2) 79+ Ao(x, y°, z)= 0,. 


ce qui estimpossible, comme on sait ('), siles fonctions Aj(z, 7°, 2°) 


(ou une-d’entre elles) admettent un point singulier essentiel, 


nement ne différe pas @ailleurs du raisonnement des pages 19-20 du texte, Mais 
Je lui donne ici un peu plus de développement en vue de ce qui va suivre. 

(') La proposition élémentaire sur laquelle on s’appuie ici est la suivante : 
Soit y(«) une fonction analytique de s définie par une relation 


(33) yo AL (2) yt... HAL (ey + Al) = a, 


ou les A; sont des fonctions uniformes de s dont une au moins admet s = y- 
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La fonction y = 9(x, v9, x°) vérifie done la relation 
Ye An-ila, y®, 2°) y8-t+... + Ar (a, y9, 29) y + Ao(2, Yo, 2) =O, 


ou les Aj sone des fonctions rationnelles de y® (et des fonctions 
uniformes de x et de x). C’est une fonction algébrique de y°. 


6. Du réle des points critiques fixes et des points critiques 
mobiles. 


Convenons de dire qu’un contour fermé C du plan des x ne 
lourne pas autour dun point fixe &, sil’on peut le réduire a un 
point par une déformation continue sans rencontrer ce point . Ceci 
revient a dire que langle du vecteur Ea avec l’axe réel positif 
reprend sa valeur initiale quand x parcourt une fois le contour,C. 
Si, au contraire, cet angle s'augmente de 2mz(m entier positif 
ou négatif), on dit que le contour C tourne z fois autour du point &. 

Cette définition admise ('), soient yy ety. deux branches d’une 
intégrale parliculiére (a) de ’équation (1); nous dirons que ces 
deux branches se permutent autour des points critiques mobiles 
si fon peut passer d'une détermination a l’autre en faisant décrire 
a © un contour fermé qui ne tourne autour d’aucun des points 
critiques fixes &. 


7. Equations dont Vintégrale générale n’admet que n 
branches permutables autour des points critiques mobiles. 


Si Vintégrale générale v(x) a ses points eritiques fixes, soit L 


comme point singulier essentiel isolé. // est impossible que la fonction inverse 
3(¥) soit une fonction a un nombre fini m de branches. 

En effet, (moyennant le changement éventuel de y en y +h, h désignant une 
constante), il est loisible de supposer que A,(z) admet s = y comme point essen- 
tiel et, d’autre part, que pour y =o les fonctions z( y) a ses m valeurs régu- 
liéres et distinctes de la valeur y; pour y voisin de sero, Jes m valeurs de 3(y) 
différent done de y de quantités supérieures en module a une certaine quantité 
positive 9. Or, on peut toujours donner a = des valeurs teudant vers zéro et 
telles que A,(s) tende vers zéro avec elles; pour ces valeurs, l’équation (3) eny 
a au moins une racine qui tend vers zéro; pour des valeurs y voisines de zéro, 
z(y) aurait done une valeur voisine de y, donc plus de m valeurs ce qui est 
contre l’hypotheése. 

(1) Voir, au sujet de cette définition, les ne 12, 13 et 14 
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un chemin allant de 2° en x san passer par aucun point §; la va- 
leur y = o( 2, y°, x) ainsi définie est une fonction partout méro- 
morphe de )°, done une fraction rationnelle. On voit, comme au 
n? 5, qu’elle est du premier degré ; |’équataon (1) est une équation 
de Riccati. 

Supposons maintenant que chaque intégrale y(a) ait exacte- 
ment n branches permutables autour des points critiques mobiles, 
sauf peut-étre certaines intégrales formant un ensemble dénom- 
brable et que nous appellerons exceptionnelles. Nous dirons, alors 
que Vintégrale générale admet n branches permutables autour 
des points critiques mobiles. 

Soit, comme plus haut, y®=c une des valeurs (') pour les- 
quelles l’intégrale y (27, vy, ©) est exceptionnelle et soit E len- 
semble des points ¢ dans le plan des 3°. Pour toute valeur )° = b 
qui ne fait pas partie de Vensemble E, Vintégrale v(x, b, x° ) 
admet n branches permutables autour des points critiques mobiles, 
soitles branches Y,, Ys, ..., Y,3, nous pouvons tracer, dans le plan 
des x, un chemin L joignant x et (sans passer par aucun point £) 
et (m—1) contours fermés partant de x pour y revenir sans tour- 
ner autour d’aucun point E, tels que y\ x, b, 2°) acquiére en 2 sur 
ces chemins les n valeurs Y,, ..., Yn. Pour y° voisin de J, l’in- 
tégrale y(a, y°, 2°) prend en x, sur les mémes chemins, n va- 
leurs distinctes 7,, ..., .%, voisines de Y,, ..., Yn, et ces n va- 
leurs se permutent autour des points critiques mobiles. Les 
combinaisons symétriques 

j=n 


Dae Deen Lan AY J se ns 


sl 


auront done (le chemin L étant donné) une valeur bien déterminée 
pour toute valeur 6 (finie ou infinie) de y® qui ne fait pas partie 
de Vensemble E, et cette valeur sera une fonction méromorphe 


dey’ pour y? ==. 0; 


(1) On peut faire sur ces valeurs les mémes remarques qu’a la page 145 (note). 
Liintégrale y(a, c, v) ne peut ayoir que n <n branches permutables autour 
des points critiques mobiles. De plus, lensemble E est fermé. 
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Dés lors, on peut répéter sans modification le raisonnement du 
n° 5. Les fonctions Aj(.2, 9°, 2°) sont nécessairement rationnelles 
en y; la sevle différence est que ces fonctions ne sont plus, en 
général, uniformes en x ou en 2°. I] résulte évidemment de ce qui 
précéde que leurs diverses branches sont holomorphes ou méro- 
morphes en x& et en .v® lorsque .c etx? different respeclivement des 
valeurs =, mais elles peuvent admettre ces valeurs comme singu- 
larités transcendantes fixes, soit dans le plan des x, soit dans le 
plan des .r° ('), 

En définitive, pour la classe d’équations considérée, la fonc- 
tion y =9(x, y®, x°) est une fonction algébrique de y®, et les 
branches de cette fonction qui se permutent entre elles, quand on 
fait varier seulement y°, correspondent a n branches d’intégrale 
v(x) permutables autour des points critiques mobiles. 


8. Propriétés des équations précédentes. — Les équations du 
numéro précédent, comme celles du n°’ 5, rentrent done dans les 
équations dont l’intégrale générale y(a2) est une fonction algé- 
brique de la constante arbitraire convenablement choisie. On a 
vu. dans le corps de | Ouvrage (p. 19-25), que lintégrale générale 
de 'équation (1) peut alors se définir par une relation de la forme 


J } ye Lista) ys eile) y Ute, ¥) 
( =o rds OF TS 
vad My-1(2) y*#1-+-...+M (x) y +1 Vix, 7) 


ot A désigne lintégrale générale d’une équation de Riccati : 


dh. 


da 


(II) = Gi x)\?+ H(x7)A + K(z), 


les coefficients L;, M;, G, H, K désignant des fractions ration- 


nelles en x. 


ry. : ; I e. Ze 
(1) Par exemple, l’équation y’= — a comme intégrale y = y°+ log PR aa 
xz : 
el 2=co sont points logarithmiques de y= (2, y°®, z°) ainsi que z'=0 
a ) 
a : v rd sagen 
ct 2° =a. De méme, |'équation y’=— = a comme intégrale y= y'e\* 1°/; 
z 
be f ae gr ‘ eae 

Véquauion Y= —— di COmDre intégrale Ys a (=) 
Z A i zp 
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L’intégrale de l’équation (II) peut s’écrire : 


Cf + fi 


(II bcs) G2) == wry 


(C constante arbitraire), 

les fonctions f, f,, 2 et 9, étant des fonctidns bien déterminées et 
holomorphes de « dans le voisinage d’un point x° arbitrairement 
choisi en dehors des points §. Si l’on remplace i par cette expres- 
sion dans (1), toute intégrale v(x) de (1) vérifie ’équation 


* Ch fr» Ula, 7) 
oe Coto V(e,7) 


pour une valeur convenable de C. 
Considérons l’équation 


(IIL) Veo SU So 


dont le premier membre est un polynome en y de degré (2n — 2) 
au plus; soit y= g(z) une de ses racines, et 7 son ordre de mul- 
uplicité (pour x quelconque). 

Si vy = g(x) est en méme temps une intégrale particuliére de (1), 
Pégalité (1 bcs) admet, pour une valeur convenable de la con- 
stante C, la racine y= g(x) comme racine d’ordre 7 +1 (pour 
x arbitraire). Appelons solution multiple d’ordre 7 +1, toute 
intégrale particuliére y = g(x) de (1) qui, pour une valeur conve- 
nable de la constante et pour x arbitraire, est racine d’ordre JH 
de Véquation (I drs) en y. Une telle solution est nécessairement 
racine d’ordre 7 de ’équation (II1) et, par suite, est une fonction 
alyébrique de a. Les valeurs de la constante C qui correspondent 
aux solutions multiples seront dites valeurs remarquables de C. 


PG 0 oes 
~~, soient 
Q(x, vy) 

p et q les degrés en y de P et de Q, et soit y le plus grand des 


nombres p et q + 2. Il est loisible (moyennant une transformation 


Ceci posé, le coefficient différentiel de (1) étant 


homographique effectuée sur y) de supposer p= y, g =v — 2, et 
c’est ce que nous ferons. On a démontré (p. 23-24) que vy est exac- 
tement égal a 2n, a moins qwil nexiste des solutions mul- 
tiples de (1). Mais dans ce dernier cas, |’équation de Riccati (IL) 
admet au moins une solution algébrique et se raméne aux quadra- 
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tures. La relation qui existe entre y et 7 est alors : 


(IV) v=an—Sij, 


J +1 désignant la multiplicité dune des solutions multiples et la 
See ; é : ; 
somme », étant étendue a toutes les solutions multiples. 


Sil mexiste qu'une seule valeur remarquable, soit C,, de la 
constante, désignons par A, la solution correspondante de l’équa- 
tion de Riceati (solution qui est nécessairement rationnelle) ('), et 
par ¢, le nombre des racines distinctes de l’équation (1) en y quand 


on y remplace 4 par A, (x étant arbitraire). La somme Sy) est 
égale a n — /,, donc au plus égale a n —1, et v est au moins égal 


x » . I “ . 5 
an-—+.i. La transformation (2) = > Pamene Péquation (11) 
ry % 


a une équation linéaire a coefficients rationnels. 

Sil existe deux valeurs remarquables (mais deux seulement), 
soit C, et Cy, de la constante, désignons par A, et )» les intégrales 
correspondantes de léquation de Riccati, par /, et ¢, le nombre 
des racines distinctes de |’équation (I) en y pour } =), etA=dzg. 


Ona 


Sepa bide oe = Fidel He li, 


Comme il est loisible d’effectuer un changement homographique 
sur C, on peut toujours admettre que C=o etC =oo sont les deux 
valeurs remarquables de C et l’équation (1 bcs) peut alors s écrire 


(V) C=u(zr)[y ~e1(2)]/4[y — g2(@)]%... Ly — Sv @) Jo = S(2, x), 


ou les ¢ sont des entiers positifs ou négatifs sans facteur commun. 
La somme des entiers / positifs est égale an et celle des entiers ¢ 
négatifs a — n. 

Sul existe au moins trots valeurs remarquables de la con- 
stante, Vintégrale générale de (1) est nécessairement algébrique. 
Le nombre des valeurs remarquables de C et des solutions mul- 
tiples de (1) est évidemment fini, 
ee ee a a a a a 


(1) En effet, si \,(2) avait au moins deux branches, ces deux branches, d’apres 
(IL bis), correspondraient a deux valeurs distinctes de C qui seraient toutes deux 
remarquables. 
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9. Posons-nous d’aprés cela la question suivante : 


Reconnaitre si Uintegraie générale d’une équation (1) 
donnée nacquiert qwun nombre donné n de branches autour 
des points critiques mobiles. 


~ 


La question (p. 24) se résout a laide d’un nombre fim d’opéra- 
tions rationnelles, et si la réponse est affirmative, la méthode 
fournit explicitement les équations (1) et( IL); Véquation (i) estainsi 
ramenée rationnellement a une équation de Riceati. 

Posons-nous maintenant la méme question, mais sans geée le 
nombre n soit donne. 

Soit toujours 


L’entier 2 est au moins égal a ~. On peut toujours reconnaitre, 
a Vaide dun nombre fini d’opérations rationnelles, si Pentier 7a 
une valeur inférieure ou égale ay. Quand la réponse est négative, 
si Pintégrale jouit de la propriété étudiée, il existe au moins deux 
valeurs remarquables de la constante ( puique y estinférieur a m1). 
Sil en existe au moins trois, lintégrale de (1) est algébrique : éear- 
tons ce cas. Sil en existe deux seulement, lintégrale peut se 
mettre sous la forme (V). Il est facile de reconnaitre sil en est 
ainsi. 

En effet, on peut toujours décider, a aide dun nombre firé 
d’opérations rationnelles, si Vintégrale d'une équation (1) donnée 
se laisse mettre sous la forme (V), oti les ¢désignent des constantes 
numeriques quelconques dont la somme est nulle. Il suffit d’ex- 
primer que |’équation 


: 0 - ie . 
(VI) —logS(z, vy) + 7'’— logS(2, ¥)=0 
0% * = ag + die . 


coincide avec Péquation (1); or Péquation (VI) peut séerire 


Ay(a, y) +t y'A(x, y) 
st 0-7 
B 


A et A, désignant deux polynomes en y, le premier de degré vy — 2, 
le second de degré vy au plus, et B désignant un polynome de 
, : x 
degré y en y dont les racines sont les valeurs y = gx(.), Comme 
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on doit avoir 


Ay p 


A ' 


le polynome A en y doit étre divisible par le polynome Q en y de 
degré au moins égal; les deux polynomes ne différent done que 
par un facteur fonction de x seulement et qu il est loisible de sup- 
poser égal a1. Il suit de la que /a différentielle 


P dz —Qdy 


ee ; 
admet un mu/tiplicateur BR’ om B est un polynome en y de 


degré y a racines simples. 

On commencera done par reconnaitre (ce qui est facile) si un tel 
multiplicateur existe. S’il existe au moins deux tels multiplica- 
teurs distinets (c’est-a-dire qui different autrement que par un 
facteur constant), leur quotient est une intégrale premiére de 
léquation (1), el ce quotient est une fraction rationnelle en y de 
degré vy : lentier n serait par suite égal av, ce qui est contre Vhy- 
pothése. En définiive, dans Phypothése of nous nous placons, 
deux cas seulement sont possibles : ou bien il n’existe pas de mul- 
I 


tiplicateur de la forme 5 


» ou bien il n’en existe qu'un (défini a un 
facteur constant pres ). 
Si l'on pose 
B= V(x) [y¥+ 21(27) yV-7 +... 9 (77) I, 


les fonctions 2,4(a) sont délterminées rationnellement, ainst 


Viz) 

146 Wey" 
L’expression B étant ainsi ealculée, il faut : 1° que les ra- 
cines y = gx(xv) de B soient toutes simples; 2° que les résidus cx (') 


de la fraction = rationnelle en y aient des rapports commensu- 


™ wlO 


rables. (Quand ces conditions sont remplies, considérons ces 


c; 
¥ Bie) 


A |B eae , ‘ , P 
un des termes de la fraction B décomposée en fractions simples; 2i7¢, est une pé- 


(1) Ces résidus sont des constantes (indépendantes de a), car soit 


Qdy—Pdz. 
B : 


O y mere : 
riode de la différentielle + oe, donc de la différentielle totale exacte 


elle est, par suile, indépendante de ; c, est une constante numérique. 
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: Ch ae 0 : 
nombres rationnels - rendus irréductibles; appelons 7, le plus 
1 


petit commun multiple de leurs dénominateurs; il nous est loisible 
de multiplier B par une constante numérique telle que c, de- 
vienne z7,. La nouyelle expression hes 


Qdy —P dr 
7 78 


est une différentielle totale exacte ott l’on a 


Lo ae iy 8 


= eo Se log I(y — gx)'k, 
PU ys ¥—& yea SD 


les ¢ désignant des entiers sans facteur commun. 
La primitive de cette différentielle est done de la forme 


logI(y — gx Jk+ h(x), 
et ona 


QO a iia) OE) = 


Ady + A, dx 


P= 18ik M4 — Sie) 


A et Ay, étant des polynomes en y rationnels en x, ainsi que 
Ii(y — gx). Lidentité 


WU(y — ge) +A, P 
A Q 


montre aussit6t que /’ est connu, lui aussi, rationnellement. 
En définitive, dans le cas que nous venons de traiter, nous sayons 
mettre lintégrale sous la forme 


HL Cy) esa (as) == CONS Ue, 


/ 


\ , Uu . 
ot H est un polynome en y et x et ot ~ = fest rationnel en x. 


10. Conclusion. — Posons-nous, d’apres cela, le probleme 
suivant : 


Reconnattre si Vintégrale générale y(x) dune équation (1) 
donnée est une fonction TRANSCENDANTE qui n’acquiert qu'un 
nombre fint non vonnt de branches autour des points critiques 
mobiles (ce nombre étant le méme pour chaque intégrale, sauf 
peut-étre pour un ensemble dénombrable dintégrales parti- 
cultéres). 
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La réponse s‘énonce ainsi : On peut, a& Uaide d’un nombre 
fini d’opérations rationnelles, résoudre le probléme et (st la 
réponse est affirmative) ramener l’équation a une équation de 
Riecati (*). 

Il est intéressant de remarquer que si on se pose le méme pro- 
bléme en supprimant la restriction que Pintégrale doit étre trans- 
cendante, le probléme devient beaucoup plus difficile; on ne sait 
pas reconnaitre encore, en général, si l'intégrale générale d’une 
équation (1) donnée est algébrique. Le probléme transcendant ap- 
parait donc ici comme plus simple que le probleme algébrique cor- 
respondant. 

La nature de l’intégrale générale v(x) dune équation (1) est 
bien élucidée d’aprés ce qui précéde, dans le cas ov elle n’acquiert 
quun nombre fini de branches autour des points critiques mo- 
biles, ce nombre élant le méme pour chaque intégrale particu- 
liére, sauf peut-étre pour certaines intégrales exceptionnelles 
formant un ensemble dénombrable. 

Mais il est impossible de ne pas se poser la question suivante : 


Quelle est la nature de Vintégrale générale y(a) dune équa- 
tion (1), quand chaque intégrale particuliére est une fonction 
dex an branches av vius ou (plus généralement) admet au 
pLusn branches permutables autour des points critiques mobiles? 


Avant de traiter cette question, j’étendrai les résultats pré- 


(') Toutefois, sous cette forme, l’énoncé comporte une certaine restriction; 
une fois léquation (1) ramenée 4 une équation de Riccati, son intégrale ne sera 
transcendante que si Vintégrale de cette équation de Riccati n’est pas algébrique. 
Or, quand on cherche 4 reconnaitre si |'intégrale d'une équation de Riccati (a 
coefficients rationnels) est algébrique, il est un cas exceptionnel ot l’on ne sait 
pas trancher la question mais ol l’on sait seulement ramener l’équation a 


ul . : to z Paes, 2 
la forme — =H(az), H étant une fonction algébrique de 2 a deux branches. 
u 


Toute la difficulté est alors de reconnaitre si les périodes de [u(2) ae sont 


commensurables ayee 2iz, probléme d’Abel qu’on ne sait pas résoudre en géné- 
ral. L’énoneé absolument correct répondant au probléme du n° 10 serait done : 
On sait résoudre le probléme a l'aide d’un nombre fint d’operations ration- 


du ; 
nelles, ou ramener l’equation a la quadrature a H( a) dz, (H fonction al- 


gébrique a deux branches). 
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cédents aux équations (1) ot le goefficient différentiel est encore 
rationnel en y, mais non plus en x. Cette extension nous per- 
mettra de mieux faire ressortir certaines difficultés paruiculiére- 
ment délicates. 


~ 


Il. Propriétés des Equations (1) rationnelles en y et ana- 
: : Peele : 
lytiques en x.— Supposons dabord que, dans Péquation (1), o soit 
rationnel en y et uniforme (mais non rationnel) en z. Rien n’est 
changé aux théorémes fondamentaux des n™ 2 et 3 non plus qu’aux 
résultats des n°’ 5 et 8, a condition de ranger parmi les points E 
énumérés p. 8-15 les singularités transcendantes des coefficients 
de P et de Q (points essentiels, ensembles parfaits de points singu- 
liers, lignes singuliéres). Quand Vintégrale générale de Péqua- 
tion (1) acquiert 2 branches autour des points critiques mobiles, 
l’équation se raméne a une équation de Riccati (IL) (p. 149) par 
une transformation (1); mais les coefficients de cette transforma- 
tion ne sont plus rationnels en a non plus que les coefficients 
de (IL); ce sont des fonctions algébriques rationnelles des coeffi- 
cients de P et Q et de leurs dérivées jusqu’a un certain ordre. 
Supposons maintenant que P et Q sorent des polynomes en y 
dont les coefficients sont des fonctions multiformes de x. Consi- 


2) 


i “y : } 
dérons une branche quelconque de la fonction ai et appelons 


point € tout point singulier non polaire z= de cette branche, 


el tous les points énumérés p. 8-15. Bornons-nous (mais unique- 
ment par raison de clarté) au cas ot il n’existe qu’ua nombre fini 
de tels points €. Si vp n’est pas un point §, partons de x» avec une 
valeur yy de y et en adoptant une branche déterminée de = puis 
2 

faisons décrire a 2 un chemin qui ne passe par aucun point §; 
toutes les propositions précédentes (n°* [-8) peuvent étre répétées, 
moyennant toutefois la remarque déja faite sur la nature des coeffi- 
cients des équations (1) et (IL), coefficients qui sont alors trans- 
cendants. 

Cette extension faite, revenons au rdle des points critiques fixes 


et mobiles. 


12. Retour sur les propriétés des points critiques fixes et les 
points critiques mobiles. — Soit § un point singulier fixe de Vin- 


NOTE. TOF 
tégrale générale y(2) de (1). Par définiuon (n° 6), le point 2, 
quand il a pareouru un contour fermé, n’a pas tourné autour du 
point = si largument de «—Ea repris sa valeur initiale, 

Par exemple, supposons que 2 décrive g fois un cercle de 
centre = dans le sens positif, puis un lacet autour d’un pom eri- 
tique mobile, et enfin g fois encore le cercle C, mais dans le sens 
négatif. Quand ila parcouru ce contour, x n’a pas tourné autour de &, 

Appliquons cette remarque a l’équation ( 2) étudiée au n° 4 
(2) — 

. zy +1) 

Considérons une intégrale particuliére quelconque y(x) et la 
branche de cette intégrale, soit 7, (x), qui s’'annule pour giao. 
soit y® la valeur de cette branche pour 2° yoisin de zéro; si 
le point x déerit g fois dans le sens positif un cercle CG de 
centre = 0 (a partir de x), la branche y, (2) considérée (holo- 
morphe pour z =o), reprend toujours la méme valeur en 2°. 

D’autre part, la fonction v(x) admet le point critique algé- 


= a 4-0 5 ~ 

brique 2,;=— —e ‘t"); en ce point, deux valeurs de v devien- 
y ? e 

nent égales a —1 et se permutent autour de x,. Joignons x° a x, 


par un chemin L tel que quand x décrit L, y(a) partant de x® avec 
da valeur y® ait en 7, la valeur —1; puis faisons tourner a une fois 
autour du point z,, revenons au point x sur le méme chemin L 
[soit ¥2(2°) la nouy elle valeur de y]|, et faisons décrire encore 
q fois a x le cercle C, mais dans le sens négatif. Quand x a par- 
couru ce circuit total, 2 n’a pas tourné autour des potnts eri- 
tiques fires de l’éyuation (2). Mais la branche yo(xv) de y, 
admettant «=o comme point transcendant d’espéce logarith- 
mique, g valeurs de y(x) se permutent entre elles dans les g der- 
niéres rotations (!) le long de C. Nous arrivons ainsi a cette con- 
clusion @apparence un peu paradoxale : Vintégrale v(x) de(2)a 
deux points critiques firvesxr=o et x=, elun seul potne cre 
tique mobile (point algebrique au voisinage duquel deux 
branches se permutent); mats une infinite de branches de y(x) 
se permutent entre elles quand x tourne autour du potnt eri- 


tique mobile sans tourner autour des points critiques fixes. 


(') La méme chose a lieu si l’on renyerse le sens des rotations autour de O. 
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13. Tracons, dans le plan des x, une demi-droite issue de O, par 
exemple l’axe réel négatif L. Dans exemple précédent, le point x 
franchit g fois cette coupure dans un sens et qg fois dans le sens 
inverse. Qu’arriverait-il si l’on assujettissait le point z a ne jyamats 
franchir la coupure L? ‘ 

Définissons une intégrale y (a) de (2) par sa valeur y° pour 7 = ¢. 
ll est facile de voir que, suivant que y® est dans un certain do- 
maine D de son plan ou en dehors de ce domaine, y(x) acquiert 
deux valeurs ou une seule quand x varie arbitrairement sans 
franchir L. 

Considérons en effet Vintégrale y(z) qui pour =a est égale 
a —1, et suivons les deux branches y,, vy. de y(2) ainsi définies 
jusgqu’au point z=7 sur un chemin qui ne traverse pas L. Nous 
arrivons ainsi en # ==1 avec deux valeurs y, = f,(@), ¥2= f2(@) 
bien déterminées; quand a varie arbitrairement, les deux points 
¥1(@); ¥2(@) varient dans un certain domaine D du plan des y, 
domaine limité par les lignes que parcourent y, et v2 quand @ dé- 
crit la coupure L ('). Ce domaine D n’embrasse pas d’ailleurs tout 
le plan des y. En effet, soit.y, une troisi¢éme branche de linté- 
grale y(x), et y® sa valeur pour x =. Quand & varie a partir du 
point @ sans franchir L, la branche y3(z) ne présente ni en dehors 
de L ni sur L aucun point critique (*); la valeur de y® n’est donc 
atteinte par aucune des fonctions y,(@), v2(@) quel que soit a. 

Done, quand x varie arbitrairement a partir de x =i sans 
jamats franchir la coupure lL, Vintégrale générale y(x) de (2), 
définte par x =1, y = y®, adeux déterminations si y® est tnté- 
rieur au domaine VD, et une seule détermination si y" est exté- 
rieur a \) ou sur la frontiere de ce domaine. Ce domaine D dé- 
pend essentiellement de la demi-droite L issue de Vorigine qu il 


nous a plu de choisir. 


(1) Aun point @ de L correspond deux couples de valeurs y,, 95 (et non un 


seul) suivant quon ya de @ au point 27 sur un chemin qui part de L dun 

coté ou de autre, Posons y®= u-+ iv, La frontiére de D fait partie de la courbe 

u = y tangy, commé on le voit, @aprés Pégalilé yer = yey —, en faisant y = —1, 
: : : Fi J 


w*’=t et en donnant a x des valeurs réelles (négatives ). 
(*) Autrement, Vintégrale particuli¢re y(a) admettrait au moins deux points 
critiques mobiles, et l’on sait qu’elle n’en posséde qu’un (n° 4), 
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14. De la rotation autour des points critiques mobiles. — 
Imaginons qu’a la définition adoptée aun’ 6, au sujet de la rotation 


de x autour des points critiques mobiles, nous substituions la défi- 
nition suivante : 


Les points — étant en nombre fini, tracons a partir de chacun 
de ces points des lignes s’écartant & Vinfini et sans points 
communs. 

Convenons de dire que Vintégrale générale v(x) est une 
fonction an branches permutables autour des points critiques 
mobiles st, quand x varie sans franchir ces coupures, n branches 
exactement de chaque intégrale particuliére y(x) se permu- 
tant entre elles (exception étant faite peut-élre pour certaines 
intégrales formant un ensemble dénombrable). 


Quelles sont les propriétés qu’entraine cette définiuon? I est 
bien éyident, tout d’abord, quelle permet de répéter tous les rai- 
sonnements dun" 7 : toute équation qui répond a la définition 
nouvelle rentre done dans la classe des équations dont lintégrale 
générale y(z) est une fonction algébrique de y°®. Mais cette défi- 
nition est beaucoup plus étroite que celle du n° 6, comme le 
montrent aussitot les exemples suivants. 

Considérons |’équation 
I 


Y= , 
2LY 
dont l'intégrale générale est y = loga + (y®)?, si.y® estla valeur 
i. # bd : sg ad ° Z 5 . 
de y pour z =1. Les points ¢ sontic1 z =oetxr =x. D’apres la 


définition du n° 6, Vintégrale y(.c) est une fonction a deux 
branches permutables autour des points critiques mobiles, mais 
elle ne répond pas 4 la nouvelle définition. Tracgons, par exemple, 
le demi-axe réel négatif et assujettissons wz 4 ne pas le franchir. 
Liintégrale y(v) adeux branches permutables si y° se wouve dans 
la partie D du plan comprise entre les deux hyperboles &, == z, 
(yo=§+ 72); si y® est extérieur a D, v(x) nacquiert quune 
détermination quand x varie sans franchir la coupure. 


Considérons de méme la fonction 


y=VC+Va + VC—yx 
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qui vérifie ’équation = 


. 2 
yr Je 


ae ja yh? 


elle acquiert quatre déterminations autqur des points critiques 
mobiles, d’aprés la définition du n° 6. Appliquons la nouvelle défi- 
nilion en prenant comme coupure l’axe réel positif du plan des 7; 
v(x) acquiert alors deux déterminations sauf pour les valeurs 
réelles de C. La nouvelle définition n’est donc pas satisfaite. En un 
mot, elle est beaucoup plus restreinte que la premiére. 


15. On pourrait, il est vrai, adopter la derniere définition en 
supprimant la restriction qu’elle renferme. Les coupures étant 
tracées, on conviendrait dé dire que l’intégrale générale y(.r) est 
une fonction a n déterminations permutables autour des points 
critiques mobiles, si v (2) n’acquiert que n valeurs au plus quand 
a varie sans franchir les coupures. Mais si l'on applique cette défi- 
nition a ’exemple du n° 13, on voit que Vintégrale y( x, 7°, x) 
de Péquation (2), permutable autour des points critiques, acquiert 
deux déterminations ou uve seule suivant que 7° est dans une cer- 
taine région D de son plan ou dans une autre : la région D dépend 
essentiellement de la coupure issue de 2 =o que nous choisis- 
sons. Enfin, y( 2, y°, x°) est une fonction dey? dune infinité de 
branches. La derniére définition proposée esta la fois arbitraire et 
trop générale. C’est bien la définition du n° 6 quis impose dans les 


problémes que nous traitons ici. 


» ou Hest une 


16. Remarques sur Véquation y' = H(2x) _ 
fonction transcendante de x, — Les remarques précédentes en- 
trainent des conséquences intéressantes sur ?équation (2) ot lon 
remplace x par une fonction transcendante conyenable d’une nou- 
velle variable. 

Considérons, dans le plan des .r, une aire A située tout entiere 
au-dessus de l’'axe réel, et limitée par un contour fermé guid n’est 
nulle part analytique. Soit x =F(X) une fonction effectuant 
la représentation conforme de A sur le cercle f du plan des X qui 


a Vorigine pour centre et pour rayon Vunité. La fonction P(X}, 
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holomorphe dans [, admet la circonférence T comme coupure 
essentielle. 


Si nous remplacons z par F(X) dans Péquation (2), il vient 


at a RA x 
ahr) A Rey pe ee EO 


H(X) désignant une fonction de X, holomorphe dans T et pré- 
sentant cette circonférence comme coupure essentielle. A l’inté- 
rieur de TP, l’intégrale y(X) n’a pas de points singuliers fixes. 

Supposons, par exemple, que F soit égal 4 ¢ pour X=o. Défi- 
nissons une intégrale particulitre (yX) de (2 bis) par X=o, 
y=vy'. Je dis que Pintégrale y(X) est une fonction uniforme 
ou a deur branches selon que y est extérieur ou intérieur a 
un certain domaine D' du plan des y°. 

En effet, soit a@ un point du domaine A; considérons Vinté- 
grale y(x) de (2) qui, pour =a, est égale 4 —1, et faisons dé- 
erire az, @ Vintérieur de A, un chemin quelconque joignant les 
points 2 =a et r=7T; soient, comme plus haut, y4(a), 72(@) les 
deux valeurs ainsi obtenues pour z = 1; quand a varie dans A, ces 
deux valeurs y,;(a), y2(@) varient dans un certain domaine D’ 
(compris dans le domaine D du numéro précédent). Sz y® est inté- 
rieur a D', Vintégrale y(X) est une fonction de X a deux 
branches, admettant la circonférence Y comme coupure essen- 
tielle ('); si y® est extérieur a D! ou appartient a sa fronticre, 
y(X) est holomorphe dans la circonférence T | coupure essen- 
ttelle de y(X)] (?). 

Remarquons que l’intégrale générale de (2 bis) est définie par 


la relation 
Hix 


=nart oy" aaa 
yer=pre F(X)’ 


soit Xy»=1, d’ou F=7; Vintégrale y = o(X, y°), définie par 


‘ 


Eyes tyler (x 


(1) Soit v,(X), 7% (X) ces deux branches; y,+ y, et ¥,y¥, sont des fonctions 
de X holomorphes dans [; y(X) admet dansT un seul point critique. 

(7) Si le domaine A comprend lorigine x = 0, Vintegrale y(X) est une fonction 
qui a dans T un seul point critique (quit est fixe) ou au contraire deux points 
critiques, l’un fixe, l'autre mobile, cela suivant que y°® fait partie ou non d’un certain 
domaine D’. Dans le dernier cas, une infinité de branches de y(X) se permutent 
sans que x tourne autour des points critiques fixes. 


ie II 
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est une fonction de Xaune ou deux branches suivant les valeurs 
de y°, définie seulement dans I (coupure essentielle), et une fone+ 
lion de y°, a@ une infinité de branches. Si y® est extérieur au 
domaine D’, une seule de ces branches représente l’intégrale y(X) 
égale ay pour X = 0; toutes les autres branches représentent des 
intégrales particuliéres de (2 bis) qui ne se permutent pas dans le 
champ des xX avec Ja précédente. Siy? est intérieur au domaine D’, 
la méme remarque s ‘applique a toutes les branches de e(X, x i), 
sauf a deux. 

Si yo varie et sort de D’, une des branches de 9(X, yy?) qui 
coincide avec une des ae branches de l’intégrale y(X) définie 
pars A= 0, yy =y , cesse de jouir de cette propriété quand y° 
franchit la one de D’. 

Soit v(x) Vintégrale de (2) définie pal @== 4) Yas 7°, et sorent 
bares ; Suny ... les valeurs qu’acquiert y (x) quand x décrit, 
a partir ie i, un contour fermé quelconque sans tourner autour 
des. points critiques fixes. Parmi ces valeurs CR Ete as, len et 
une seule ou il n’en est aucune qui soit une valeur, pour X =o, de 
la fonction y(X) définie par X = 0, y=, cela selon que y® est 
intérieur ou.non a D’. Les jab taped de la fonction y = o(X, bah 
représentent les intégrales y(X) de (2 bis) qui, pour X =o, 
prennent les valeurs . 


0 0 0 
Kv IHG) MO “Chevy WR 


17. Dans l’exemple précédent, H(X) est une fonction uniforme 
a ligne singultére essentielle. On peut former des exemples qui 
présentent des propriétés aussi curieuses, et ob H(X) est une fonc-| 
tion a une infinité de branches, n’ayant qu'un nombre fini de points 
singuliers. 


Considérons lintégrale elliptique a el soient 
Zz ( am 1) CS == X ) 


w,(X), w2.(X) deux périodes primitives de cette intégrale, choi- 
. > ¢ r Wo» . . 
sies de fagon que, pour \ =1, une des valeurs de — soit +4 ¢. 
Wy 
Posons 


ny 


ire >) SOY: dou Soil a) 


e désignant une fonction modulaire de xv. La fonction xa(X) est 
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holomorphe, sauf pour X= 0, N=1, X=. Ce changement de 
variables transforme léquation (2) dans Péquation 


tae Fe, y 
(3,f6%) dx «(X) yet Tu euy preety 


la fonction H(X) représentant une fonction a une infinité de ya- 
leurs, holomorphes sauf pour X = 0, X =—1, X =o. Les seuls 
points € sont done ici les points 0, 1, 2. 

Définissons une intégrale y(X.) en prenant X =1 comme valeur 
initiale de X, en adoptant pour X =1 la branche de <(X) qui est 
égale a ¢, et en appelant y® la valeur correspondante de y(X). 
Quand X varie arbitrairement, z(X) varie dans son plan au-dessus 
de V’axe réel. Il suitde la que y(X) n’a d’autres points critiques 
que X=o0, X=—1, XN=osiy"estextérieur a un certain do- 
maine D” du plan des y® ('). Si y® est intérieur a ce domaine, 
y(X) présente un point critique mobile et un seul. 

Quand X décrit dans son plan un contour fermé quelconque 
sans tourner autour des points X = 0, X —1, deux valeurs de y(X) 
au plus se permutent : en effet, le contour parcouru, 7 = +(X) 
reprend sa valeur initiale, et, d’autre part, comme x n’a jamais 
franchi l’axe réel de son plan, la fonction y(z) correspondante ne 
saurait prendre que deux valeurs au plus chaque fois que z@ re- 
passe par sa position initiale, 

Lintégrale y(X) de Vequation (2 ter) est done une fonction 
a points critiques fires ou a deux branches permutables autour 
des points critiques mobiles, selon que y® est extérieur ou inté- 


rieur a un certain domaine D". 


Les remarques faites au n’ 16 sur les branches (en nombre 


infini) de la fonction y =2(X, 7°, X”), peuvent se répéter ici; 


seules, deux ou une de ces branches ( permutables dans le champ 


$ , & ° 7 = Fie 
(1) Considérons la relation met =yler 5 et faisons y=—1, @°=1; dans 
Véquation y° ey” =— Fs faisons varier 2 a partir de d au-dessus de l’axe réel, 
- we 
en adoptant pour 2=¢ la racine double y’ =—1; la racine 7°(z) décrit alors 


le domaine D"; la courbe limite de ce domaine fait partie de la courbe u= ¢ tangy 
(si y’ = w+ iv) (voir le n° 13, p. 158). 
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des y°) représentent lintégrale y(X) qui, pour X = X°, est égale 
a 7%. 

Soit X°=1; quand y® franchit la frontiére T de D’, une branche 
de o(X, ey; xe qui représente l’intégrale val My”, X°) dun cété 
de I, représente de l’autre cété une intégrale y(X) dont aucune 
branche ne prend la valeur y°. 

Si Pon avait posé 

W(X) 
w,(X) 


L=— 20 =— 9t+7(X), 

une des valeurs de x correspondant a une certaine valeur X, de X 
serait nulle. L’équation (2') ainsi obtenue présente un quatrieme 
point &, a savoir X = X,. Quand X varie arbitrairement, x varie 
dans son plan au-dessus de la droite 8 =— 217 (si r = a+ 82); 
selon que y® est extérieur ou non aun certain domaine D”, la fonc- 
tion y(X) n’a que des points critiques fixes ou au contraire un 
point critique mobile : dans ce dernier cas, la fonction y(X)a une 
infinité de branches qui se permutent sans que X tourne autour des 


points critiques fixes. La fonction y = o(X, We. X°) a une infinité 
de branches qui se permutent dans le champ des y°; si y° est in- 
térieur au domaine D'’, toutes ces branches représentent des 
valeurs de l’intégrale y(X), dont une des valeurs pour X=1 
est y°; si v® est extérieur a D'”, une seule de ces branches repré- 
sente cette intégrale. 


18. Quelques remarques sur les équations dont les inté- 
grales y(x) sont des fonctions a n branches en plus. — Les 
exemples précédents font comprendre toute la difficulté de la 


question que nous nous posons maintenant ; 
; 7 2O'yps sc ar (om ’ > pb A 
Quant les intégrales y(xa) dune équation 


, SBE) 


cy -* Oe) 


(P et Q polynomes en y) 


, 7 intéor ENErA , Hi. Aa 
ont n branches av pxius, Vintégrale générale y= (x, y%, x”) 


est-elle nécessairement une fonction algébrique de y®? 


Si nous ne faisons aucune hypothése sur les fonctions analy- 
liques aj(z), b;(x), coefficients des polynomes P et Q en y, la 
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réponse est surement négative. L’exemple du numéro 16 nous a 
montré une équation (1) dont les coefficients sont des fonctions 
uniformes affectées d’une ligne singuliére, et dont l’intégrale géné- 
rale y= 9(2, y°, 2°) est une fonction transcendante de y°, bien 
que chaque intégrale particuliére y (2) soit une fonction uniforme 
ou a deux branches (selon la valeur de y°). 

Plus généralement, posons-nous la question précédente en ad- 
mettant seulement que chaque intégrale acquiert au plus 
n branches autour des points critiques mobiles. L’exemple du 
numéro [7 nous montre que la réponse est négative, méme dans 
un cas ou les coefficients de P et Q sont des fonctions de x n’ayant 
que ¢rors points singuliers (mais une infinité de branches). 

Mais restreignons-nous au cas o& P et Q sont aussi des poly- 
nomes en x et ow y(x) admet n branches au plus. Quelle est 
alors la réponse a la question posée? 

Traitons d’abord le cas de n= 2. 


19. Cas ot les intégrales v(x) ont deux branches au plus ('). 
— Soit Q,(7, 2) un des polynomes qui sont en facteur dans Q 
(polynome qui se confond avec Q lui-méme si Q est irréductible ) 
et soit z= 4, y = $ un point de la courbe algébrique 


(2) Q: (6, «)=0. 


a ee Pl trees wel. 
Si a est une valeur quelconque distincte des §, Vintégrale y (x) 
qui, pour z =~ est égale 4 8, admet 2 =a comme point critique 


algébrique autour duquel deux branches 7, v2 de y(z) se per- 
mutent : les combinaisons y;+ V2 et 742 n’ont qu’une seule 
valeur quels que soient x et le point (a, 3) de la courbe (2); 


autrement dit, les fonctions 
N+S2= ¥(2, a, 0), M2 Y(2; a, B) 


: , : ; 
sont des fonctions uniformes de x et du point analytique a, 3, et 


ces fonctions ne peuvent admettre comme points singuliers trans- 


(1) Nous admettons qu’une intégrale particuli¢re, au moins, a deux branches ; 
sinon l’équation serait une équation de Riccati. 
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cendants que les: valeurs 2 = § dans le champ des x et les va- 
leurs «= € dans le champ des «. La fonction y vérifie |’équation 


GB) I+ Ha, 4 By + x(a, a, B)= 0. 


~ 


Supposons d’abord que et y ne soient pas tous deux rationnels 
en a, 3, et soit a= £ un point transcendant de (ou de +); si lon 
pose « —E= 0, y étant un entier convenable, 8 est rationnel en ¢ 
pour ¢ voisin de zéro, et les fonctions Y et y de (x, ¢) sont uni- 
formes en ¢ pour ¢ voisin de zéro; ¢= 0 est done un point singu- 
lier essentiel (au sens de Weierstrass) de 4 (ou de ie 


Or y (2) vérifie la relation 
(4) y+ (2, t)y ix (a, t)=0, 


et d’aprés un théoreme aujourd’hui bien établi ('), si dans cette 


relation (ou x a recu une valeur numérique 2°), je donne a y une 
valeur arbitraire y’, l’équation en ¢ ainsi obtenue admet une infi- 
nité de racines, soit tj, voisines det=0, sauf pour quatre valeurs 
au plus de y®. L'intégrale y (x), définie par 2°, vy, admet done 
une infinité de points critiques mobiles = « = § + ¢*, sauf peut- 
étre pour quatre valeurs de y°. 

Supposons maintenant que 4 et y soient rationnels en a. Il est 
évident que y est une fonction algébrique de y®. D’ailleurs, in- 
tégrale v(x) définie par 2°, y° a deux valeurs, 4 moins que toutes 
les racines « définies par 


(5) (y9)2+ U(x, 4, 6) yo 4 (a0, a, 8) =O, Qi (4, Cy is oO 


soient confondues avec des valeurs &. 
Soit 7 le nombre des points § (en y comprenant éyentuelle- 


(+) Le théoréme général auquel je fais allusion est le suivant : Si dans la relation 
(E) a AG) Vea ee ANCE estod 


les A; sont uniformes pour ¢ voisin de zéro et admettent ¢= vo comme point 
essentiel isolé, ’équation (E) en ¢ admet une infinité de racines yoisines de zéro, 
sauf pour 2n valeurs au plus de y. 
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ment § =o): comme Q(, a) est au plus de degré g en 8, le nombre 
de valeurs de 9° correspondant d’aprés (5) aux 7 valeurs «= &, 
est au plus de 2mr. D’ot ce théoréme : 


Tutoreme. — Quand les intégrales y (x) d’une équation (qui 
nest, pas une equation de Riccati) i. 
dy P(y. z) 


tia dz” 'Q(y, ®) 


(P et Q polynomes en a, y) 


, \ pnyt") ; 79 
sont des fonctions a deux branches au plus, elles ont rourrs 
deux branches ssuF PEUT-ETRE UN NOMBRE FINI D’ENTRE ELLES (!). 


Lintégrale générale y = 9( x, y®, x) est, par suite, une fonc- 
tion algébrique de y®; on est ramené au cas des numéros 7 et 8. 


20. La démonstration s’étend d’elle-méme au cas ott les coeffi- 
cients aj(x), 6;(2) de P et de Q sont des fonctions uniformes de x 
admettant au moins wn point singulier essentiel tsolé (*). D’autre 
part, quand ces coefficients admettent une ligne singuliére, l’in- 
tégrale générale y(a) peut étre une fonction a deux branches au 
plus, et en méme temps une fonction transcendante de y°. Le seul 
cas qui reste douteux est celui ot les coefficients a;(x), b:(x) sont 
des fonctions uniformes admettant un ensemble parfait et nulle 
part continu de points singuliers, 


21. Supposons maintenant que les intégrales y(a) de (1) ac- 
quiérent au plus deux branches autour des points critiques 
mobiles. En raisonnant comme au numéro’ 19, on voit que les 


(1) Ce nombre est au plus égal 4 4 4 moins que les points critiques de chaque 
intégrale v(x) ne soient en nombre fint. 

(7) Jentends par 1a qu’un tel point est point essentiel isolé d’au moins un des 
coefficients a;, 6,, et qu'il est, pour les autres, point essentiel isolé, pole ou point 
régulier. Soit £ un tel point : y(a) vérifie une équation de la forme (3), et en 


éliminant % entre les équations (2) et (3), on forme une relation de la forme 


yea, (2, a) yt... + A,(Z) a) =, 
ot. « = & est point essentiel isolé des fonctions A; uniformes en a. Laissons a x 
une yaleur numérique : léquation en a a une infinité de racines yoisines de a, 
sauf pour g valeurs au plus de y. 
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combinaisons 7, + 72= U(x, % 8), yi vx= 7 (2, 4, f) sont des 
fonctions de x n’ayant que des singularités polaires en dehors des 
points z= §; ce sont, par suite, des fonctions du point analy- 
tique (a, 8), c’est-a-dire de ~, qui dans le champ des « ont toutes 
leurs singularités non polaires fixes; ces singularités sont, ou les 
points critiques de 8(«), ou les valeurs «=; les singularités 
transcendantes font parties nécessairement des valeurs % = & ('). 

Il suit de la qu’on peut imaginer dans le plan des x une infinité 


dénombrable de chemins Lallant de z° en x, indépendants de la 
constante «, et tels qu’on obtienne toutes les valeurs de U(x) et 


de y(x) en partant de x avec une branche arbitrairement choisie, 


et en allant en z sur les divers chemins L. Soit b, et t, deux 
branches de 4(x) correspondant aux chemins L,, L,; si pour une 
certaine valeur de a, 4, et 4. se confondent, cette valeur satisfait 
4 la condition 4,(2, 4, 8) = bola, a, §), el une remarque ana- 
logue s’applique a la fonction y. Supposons maintenant que chaque 
intégrale y(a) acquiere dans tout le plan des z un nombre /inz de 
valeurs. I] résulte des remarques précédentes que ce nombre est le 
méme quelle que soit Pintégrale considérée, sauf peut-étre pour 
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable (2). Par 
conséquent, on est ramené au cas étudié dans le numéro 7. L’in- 


(') En général, ces valeurs « = € sont des singularités transcendantes de & et 
de y. Considérons, par exemple, Péquation 


Gy" sHn) 


a Sore 2y x 


dont Vintégrale générale est 


un des points € est lorigine et « =o est un point essentiel de 


( 1 1 ) 
VV g= YC) SS ONZ G7 
Méme remarque sur l’exemple 
y= logx — loga. 


(*) Kno effet, chaque équation 
h, (a, Oy, 8) =e a, a, f) [avec Qi(% B) =o] 


ne définit quun ensemble dénombrable de valeurs «. Une infinité dénombrable de 
telles équations ne saurait définir qu’un ensemble dénombrable de valeurs «. 
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tégrale générale y(2, 9°°,.2°) est une fonction algébrique de y®. 
De plus, cette intégrale peut se mettre sous la forme 


ym Anai(%, a) y"—1+...4+ Air (a, a) y+ Ao (2, a) = 0, 


m désignant un certain entier, et les A; des fonctions uniformes 
de w et de x qui ne peuvent admettre comme singularités non po- 
laires que les points x =§ eta=—&. 

Si les A; ne sont pas tous rationnels en a, il ne peut y avoir plus 
de 2m intégrales (2) ayant tous leurs points critiques confondus 
avec les points §. 

Le raisonnement s’étend de lui-méme au cas ow les coeffi- 
cients aj(2), b;() de P et Q seraient algébriques (et non ration- 
nels en x). Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant : 


Tutoreme. — Quand chaque intégrale y(x) d'une équation 


= Pty.) 
a QUy, Zz) 


' 


y (P et Q polynomes en y algébriques en x) 


nea qu'un nombre fini de branches et acquiert au plus deux 

valeurs autour des points critiques mobiles, Vintégrale gé- 

nérale y(x, y®, £°) est une fonction algébrique de y®, et il 

nexiste qu'un nombre fint dintégrales ayant tous leurs points 
eee “ % r 

critiques confondus avec les points fixes 5. 


Enfin la démonstration s’applique encore au cas ou les coeffi- 
cients a;(x2), b)(x2) de P et Q sont des fonctions transcendantes a 
un nombre fini de branches admettant au moins un point singulier 
essentiel isolé ('). 

Cette démonstration peut-elle s’étendre au cas oti le nombre 
maximum 2 des branches permutables autour des points critiques 
mobiles dépasse 2? Pour qu’il en fait ainsi (*), il faudrait au préa- 


lable avoir démontré le théoréme suivant : 


(*) Ventends par 1a qu’un tel point, soit 2 = =, n’est pour aucun des coefficients 
a;, 6, un point limite de points singuliers transcendants et qu'il est point trans- 
cendant pour un au moins de ces coefficients. 

(2?) Si n est > 2, mais si QO renferme en factcur un polynome & la puissance 
(n—1), soit [Q,(7, @)]"~, les raisonnements du n° 19 et du n’ 21 s’appliquent 
sans modifications. 
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Tutorime A (?). -- St dans la relation 
yn Ami (t) ym t+. AL (t)y + Ao(t) =o 


les A; sont des fonctions uniformes de t n’ayant qwun nombre 
fini de points essentiels, les points singuliers transcendants de 
la fonction t(y) ainsi définie forment nécessairement un en- 
semble dénombrable. 


Bien que cette proposition ne soit pas douteuse, elle n'est pas 
encore démontrée rigoureusement, méme dans le cas ot f(y) est 
Vinverse d’une fonction entiére y(¢). 

Je vais indiquer briévement une autre méthode Wi étudier le 
cas de n quelconque. 


22. Propriétés des équations dont les intégrales y(x) ont au 
plus n branches. — Suapposons que les intégrales y(x) de léquation 


dy AP) 
BOC BS 


aient au plus n branches, et que le nombre maximum de ces 


(1) (P, Q polynomes en zx, y) 


branches. permutables autour des points critiques mobiles. soit 
yv(ySn). 

Appelons intégrales exc eptionnelles ad’ espéce tm les intégrales 
qui acquierent moins de y branches autour des points ertiliques 
mobiles ('). Si une intégrale y(«) définie par x°, yv® n’est pas 
excepuionnelle d’espéce tj, le raisonnement du n° 7 montre que 
les combinaisons symétriques des v branches permutables autour 
des points critiques mobiles sont des fonctions méromorphes de y° 
pour la valeur y® considérée. 

Appelons intégrales exceptionnelles d’espéce ir les intégrales 
qui ont moins de n branches distinctes (2). Si une intégrale définie 
par a, v9 niest pas exceptionnelle Wespéce é, les combinaisons 
symétriques de ses m branches sont des fonctions méromorphes 
de y® pour la valeur y considérée (n° 5). 

Supposons maintenant qu’une intégrale, soit Y(x), définie par 
Oise a>, y = 6, soit excepuonnelle a la fois des deux eSpeces Lin 


~~ 


(1) Liindice m vappelle le rdle des points critiques mobiles. 
(*) L’iindice f rappelle le rdle des points critiques fixes. 


NOTE. 171 
et zy. Il peut se faire qu’il existe xn chemins ivDEPENDANTS DE yy? 
allant de x° en x et tels que, pour y® quelconque mais voisin de 6, 
y (x,y; 2°) acquiére 7 valeurs distinctes sur ces 2 chemins. Quand 
il en est ainsi, le raisonnement du n° 5 montre que les combi- 
naisons symétriques des n branches de y( 2, y°, x) sont méro- 
morphes pour y° = b. Ce cas se présente si Y (a) est une fonction 


a; =n branches (7 étant un certain diviseur de ia) eleeu Les 


n branches de y(z, y°, x°) se confondent, par n’ groupes de 7, 
avec les n' branches de Y(z) pour y® tendant vers b ('). 

Nous dirons, dans ce cas, que l’intégrale Y(a) est a apparence 
exceptionnelle, et nous convenons d’appeler intégrale réellement 

xceptionnelle toute intégrale a la fois exceptionnelle d’espéce tn 
et d’espéce ty et telle de plus que la condition précédente ne soit 
pas remplie. 

Ceci posé, si les intégrales réellementexceptionnelles forment 
un ensemble dénombrable, \e raisonnement du n° 7 montre 
que les combinaisons symétriques des y valeurs d’une intégrale y (2) 
permutables autour des points critiques mobiles sont des fonctions 
rauionnelles de y°. 

Tout le probléme est done ramené au suivant : Les intégrales 
exceplionnelles a la fois d’espéce i, et a’ espéece tr peuvent-elles 
former un ensemble non dénombrable? 


23. Singularité de y regardée comme fonction de y®. — 
Admettons que les intégrales exceptionnelles forment un ensemble 
non dénombrable, et soit z=, y=c des conditions ihitiales 
définissant une telle intégrale. L’ensemble & des valeurs ¢ dans le 


champ des y® est, suivant une remarque déja faite (n° 5), un en- 


Tai hh. + dod i <a . Fa tits. 4g errtraeieis id 
(1) Si Pintégrale générale de Péquation considérée est y = V2(2— C), Vinté- 


grale Y(z) qui correspond 4 C= 0 est exceptionnelle d’espéce ¢,,, mais non d’es~ 


péce Z, Si l’intégrale générale est y = Va+ 1+ Cyz, Vintégrale Y(a@) qui cor- 
respond a C =o est exceptionnelle d’espéce ¢,, mais non (espéce i,,: Enfin, si Vin- 


tégrale est définie par ae oe Ca, cest-a-dire par y= Cx + (Ca(a@ —1), 


Pintégrale Y(a) qui correspond 4 C =o est exceptionnelle d’espéce 7,, et d’es- 
péce i,, mais n’est quapparemment exceptionnelle. 
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semble fermé. Puisqu’il n’est pas dénombrable, trois hypotheses 
sont possibles : 

Ou bien des aires finies du plan des y® font partie de l’en- 
semble €; 

Ou bien aucune aire ne fait partie de l’ensemble €, mais cet 
ensemble renferme des lignes (j’entends des ensembles parfaits 
bien enchainés ne comprenant aucune aire) ; 

Ou bien enfin aucun ensemble continu bien enchainé ne fait 
partie de €. 

Dans les deux premiers cas, il existe au moins une ligne (au 
sens de Cantor), soit L, qui fait tout entiére partie de €, et dont 
chaque point a dans son voisinage des points n’appartenant pas 
a €, Montrons que la chose est imposstble. 

Pour plus de simplicité, je me limiterai au cas ot n= 2 (1’équa- 
lion n’étant pas une équation de Riccati). Dans ces conditions, 
une intégrale au moins, soit Y(a), acquiert ses deux valeurs 
autour d’un point x distinct des points §, et par suite toutes les inté- 
grales y(x) voisines de Y(x) ont au moins un point critique mo- 
bile autour duquel les deux branches de y(z) se permutent. 

24. Démonstration d'un lemme. — Si y? n’appartient pas a € 
a cette valeur correspond au moins un point critique mobile 2 = a 


Bice yr. 


L 


a fh) 

de y(), point distinct des § et ot y prend la valeur @ (finie ou 
infinie) satisfaisant a la relation 
(2) ONCE Color 
Il est loisible de faire en sorte que x =o ne fasse pas partie des 
points §; posons alors 

9 =(a—&,)(a—£&s)...(a — Ex), 
k étant le nombre des points §. La quantité 2, pour chaque valeur 


de y® non comprise dans ¢, a au moins une valeur différente de 
zéro; J'appelle r(y°) la limite supérceure des modules des diverses 
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valeurs de 2 correspondant a y° ('). Je dis que r tend vers séro 
quand y® tend vers un point c de & et en particulier vers un 
point quelconque de L. 

En effet, supposons qu'il en soit autrement. D’aprés une propo- 
sition aujourd’hui classique de la théorie des limites, il existerait 
au moins une valeur 2 = 2, (?) distincte des valeurs et telle que 
pour des (*) valeurs y° tendant vers c, « tende vers a, § tendant 
par suite vers une des g valeurs y, définies par (*) 


QO 705%) = 0. 


Le couple (,, ¥,) n’annule pas P(y, x), puisque x, n’est pas un’ 
point —. L’intégrale Y(a) définie par (x=2,, y= y,) est une 

intégrale a deux branches Y,, Y2, permutables autour du point 

© =2,. Quand 7° tend vers c, l’intégrale y (x, y%, x) bien définie 

pour x voisin de xz® tend vers une des deux fonctions ail) 

ou Y.(x), et par suite Vintégrale y (xr, ¢, zo) se confond avec Y (2). 

La valeur c ne ferait done point partie de l'ensemble €. 


25. Le lemme précédent entraine cette conséquence qu'une 
ligne telle que L ne sauratt exister. 

En effet, considérons dans le plan des y® un point P ne faisant 
pas partie de € et voisin de L, tel que: 1° deux certaines droites MA, 
MB issues de M et faisant un angle de 120° rencontrent Len deux 
points A et B éguidistants de M; 2° un ensemble continu appar- 
tenant a L et joignant A, B reste a une distance de M moindre 
qu'une quantité finie Z. [I est loisible d’admettre que M est lorigine. 
Soient maintenant ¢, et & les deux ensembles qui se déduisent de 
Pensemble € en le faisant tourner autour de M de 120° et de 240°, 
et ¢/ Vensemble formé par Ja réunion de €, €,, €,. Appelons D le 
domaine de tous les points y® qu'on peut atteindre en partant de M 


sans rencontrer aucun point de ¢’; ce domaine comprend M a son 


(4) rest-+ si une valeur de « correspondant a y® est infinie. 


(2) z, pourrait étre + «, mais en changeant & en ~ “— on raménerait x, a 
+a 
distance finie. 
(2) Mais non pas nécessairement pour towtes les valeurs y* voisines de c. 
(4) Il est loisible de supposer (moyennant un changement homographique sur y ) 


que g = p— 2, et que Q(7,, z,) est bien de degré g en y. 
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intérieur; il est intérieur 4 un angle de centre M et de rayon @; il 
est donc limité par une ligne fermée, soit 4. Ceci posé, ¢ désignant 


2 


cos 
3 


7 sin =; considérons V'expression 
o(y?) = p(y) e(ey?) ote?y?). 


Cette fonction peut avoir une infinité de déterminations; appe- 
lons s(y°) la limite supérieure des modules de ces valeurs pour y° 
donné. Si y® fait partie de ¢’, s(y°) est nul et réciproquement. La 
quanuité s(v°) s’annule (') sur la frontiére i de D; elle est diffé- 
vente de zéro en M; appelons S la limite supérieure de s(y°) 
pour y? variant dans D.. 

D’aprés un théoréme classique de la théorie des limites, il existe 
au moins un point Q ou vy? = 6 appartenant au domaine D ou a ses 
points frontiéres et tel que, pour des valeurs y® tendant vers 4, le 
module d’une branche, soit o,, de s(y®) tende vers S. Il suit de 
la (n° 24) qu'il existe dans le champ des x au moins un point, 
soit -2,, distinct des &, et qui jouit de la propriété suivante : pour 
des valeurs de y® tendant vers b, l’intégrale y(a, y®, 2°) aun point 
critique # tendant vers x, et donnant a o(y°) une valeur dont le 
module tend vers S; la valeur de y correspondant a x = « tend 
vers une racine yj de'O(y;, 2;)= 0. 

Considérons done l’intégrale 4 deux branches Y(.) définie par 


L=2,, y= V1; une de ses valeurs pour x = x coincide néces- 
sairement avec b. La branche de la fonction ¢(y°) qui, pour y° = b, 
correspond a % = a, est algébroide finie et différente de zéro pour 
v= 6b; mais, d’autre part, son module est égal a S et, par suite, 


ona 
[o(y?)| S}o(6)| 


pour y® yoisin de b, ce qui est impossible (*). 


(*) Dumoment que M a été pris trés yoisin de L et / trés petit, la quantité 7 (9°) 
est trés voisine de zéro dans le domaine D yoisin de L, et-par suite aussi rey), 
r(ey’), car D se transforme en Jui-méme par une rotation de 180° ou de 240° 
autour de M. Comme r(y") s’annule en tout point de ©, il en est de méme du 
produit s=r(y) r(ey®) r(e’y*). Ce produit s’annule donc en tout point de ’. 
De plus, la limite supérieure de s(y°) dans D est finie (et méme petite). 

(*) Quand une fonction analytique est algébroide pour une yaleur de la variable, 
il est impossible que son module soit maximum pour cette valeur. 
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Nous avons done démontré ainsi ce théoréme : 


Ta) 


Tutoreue. — Il est impossible que Vensemble fermé & du 
plan des y° comprenne un ensemble continu. 


La démonstration précédente suppose nr = 2. Elle s’étend moyen- 
nant quelques complications au cas de n queleonque. On démontre 
que, quand y° tend vers un pot ¢ de €, un point critique mobile 
au moins, soit r= a, de (a, be x) tend vers un point §. On en 
déduit ensuite que € ne peut comprendre d’ensemble continu ('). 


26. Cas ott Vensemble fermé € ne comprend aucun ensemble 
continu. — Considérons une intégrale y(x) 4 n branches, et les 
combinaisons symétriques A,_,;= 271, Anl2= Ty. Vo, ... de! ces 
n branches. Les expressions A,_;, Apis, -.. sont des fonctions 
uniformes de x et de y®, qui, dans le champ des z, n’ont pas de 
points transcendants en dehors des points = et dans le champ des y° 
n’ont pas de points transcendants en dehors de l'ensemble discon- 
unu ¢. 

Les fonctions y(z) vérifient la relation 
(3) yor Anis (a, ye, x) yr. stig (2; wo; x) = 0. 


Inversement, ona 


(4) (y2)R Anas (2, ¥, x) (y9)"Ah ade Ay(2% y, 7) =0. 


Si les coefficients A;(, y%, 2°) admettent dans le champ des y° 
un point transcendant isolé, ce point est un point essentiel de 
Weierstrass, et nous sayons (n° 5) que les deux équations (3) 
et (4) ne peuvent avoir licu simultanément. 

Done, les A; sont ou des fonctions rationnelles en y, ou des 
fonctions admettant un ensemble parfait et partout discontinu 
de points transcendants. 

Je dis que, dans ce dernier cas, aucun des coefficients Aj(y®) ne 
peut étre indéterminé dans le voisinage d'un point singu- 
her y°= ¢. 

En effet, s'il en est autrement, une racine au moins de (3), 


soit y= 7, (z, y°, x°) est indéterminée quand y® tend vers ¢. Or, 


(') Voir la thése de M. Zoretti (Journal de Mathématiques, 1906). 
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considérons les valeurs au point x de toutes les intégrales y (2) 
réellement exceptionnelles. Ces valeurs forment dans le plan des y, 
un ensemble soit €',, partout discontinu. Siy, (2, 7°, x) est in- 
déterminé quand y° tend versc, il existe, endehors del’ensemble €z, 
une valeur Y vers laquelle (*) tend y(x, y°, x°) pour ves valeurs 
de y® tendant vers c. Or, lintégrale v(x) définie par L= x, 
y= Y-+e (e¢ étant nul ou petit), a pour z= x n valeurs véri- 
fiant (4) et distinctes de c; pour certaines valeurs dee, elle devrait 
en avoir une (n+ 1)*™ trés voisine de c, ce qui est impossible. 

En conséquence, si les Aj(a,¥”°, z®) admettent un ensemble 
parfait partout discontinu de points transcendants y° = c, chaque 
fonction A; est ou continue ou infinie pour y°=c et, dans ce 

J Pp a): ’ 


. I . 
— 0 — 
dernier cas, he est continu pour y° = c¢. 
Or, de telles fonctions ne peuvent exister si l’on admet le théo- 


reme suivant : 


Tutortme B. — Une fonction uniforme, continue dans une 
aire D, et qui est holomorphe dans cette aire sauf peut-élre 
pour un ensemble parfait partout discontinu de points singu- 
liers, est holomorphe dans toute laire. 


Ce théoreme a été démontré par M. Zoretti dans sa thése. Toute- 
fois, sa démonstration préte a certaines critiques. Il serait trés 
intéressant que le théoreme B fut mis hors de toute discussion. 

Ce théoréme une fois admis, nous aboutissons a la conclusion 


suivante : 
Quand les intégrales y(x) d’une équation 


ay Pye) : 
(1) Ge Oe (P, Q polynomes en y, 2) 


ont n branches au plus, Vintégrale générale y(n, y%, £9 ) est 
une fonction rationnelle de vy. 


La démonstration s’étend sans peine au cas ot les coeffi- 


(1) Il en existe méme une infinité formant un ensemble continu. 


cients aj(x), b:(.) des polynomes P et Q en y sont des fonctions 
transcendantes de 2 a un nombre fini de branches, qui n’admettent 
qu'un ensemble dénombrable de points singuliers. 


27. Conclusions sur les equations dont les intégrales y(x) 
ont n branches au plus. — Des deux méthodes que nous venons 


Windiquer (') pour traiter la question posée, la premicre 
résout complétement la question dans le cas de n = 2, mais pour 
étre étendue au cas de n quelconque elle exigerait la démon- 
stration préalable d’un théoréme de la théorie des fonctions, a 
savoir le théoreéme A du n° 21, théoréme qui, dans le cas le 
plus simple, exprime que la fonction x(y) unverse d’une fonction 
enticre y(xr) ne saurait présenter dans le champ des y qu’un 
ensemble dénombrable de points singuliers transcendants. 

La seconde méthode s’applique d’elle-méme au cas de nr quel- 


(!) On pourrait suivre une troisiéme méthode dont le principe est le suivant : 
quand 7 tend vers une des valeurs exceptionnelles c, un point critique mo- 
bile 2—=a tend vers un point &, soit =o, la valeur correspondante de y, a 
savoir 8=y(a, y°, z), tendant vers une des valeurs, soit y =o, définie par 
Q(a, 8)=o0. Supposons que x ne soit pas en facteur dans Q(a, 7) (pour 
y arbitraire) : le couple z=0, y=o doit annuler non seulement Q, mais P; 
aulrement, Véqualion (1) serait réguliére pour z=0, y =o et le raisonne- 


: : erat 5: 0 
ment du n° 24 s’appliquerait. La fraction & est done de la forme — pour eh 0), 


y =o. Admettons maintenant que nous soyons dans un cas ou Vintegrale peut se 
mettre sous la forme 


(e) ee, ton Cy ec (C =const. arbitraire), 
X, Y désignant deux fonctions holomorphes a l’origine 2 = 0, y = 0, et les deux 


courbes X = 0, Y = 0 ayant Vorigine pour point simple commun. Par hypothése, 
les intégrales y(a) étant des fonctions an branches au plus, on voit aussilot que 
la constante numérique s doit étre réelle et commensurable ( positive ou négative). 
Pour une certaine valeur de G (correspondant aa = x, y=c), la courbe (e) 
doit se décomposer : or cela n'est possible, si s est positif, que pour C =o, 


Si s est négatif, soit s=— 4) cela n’est possible que pour C=o0 et C= 


k 

pour C =o, par exemple, k branches d’intégrale y(z) viennent se confondre 
avec la courbe X = o. La méthode consisterait a étendre ces résultats a toutes les 
singularités d'une équation (1), si compliquées qu’elles fussent. Autrement dit, 
il fodeait démonlwer que, parmi toutes les branches d’intégrales y= f(a) qui 
existent pour z voisin de 2, celles qui correspondent a des courbes intégrales dé- 
composées ou confoundues sont en nombre fini, ou du moins sont dénombrables. 


12 
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conque, mais elle suppose un autre théoréme de la théorie des 
fonctions, a savoir le théoréme de M. Zoretti sur les fonctions 
uniformes admettant un ensemble parfait discontinu de points sin- 
guliers transcendants (théoreme B du n° 26). Elle serait pleinement 
satisfaisante si ce théoréme était établi dune facon irréprochable. 
[I] est intéressant de constater le rédle essentiel que jouent deux 
propositions d’apparence abstraite et générale de la théorie des 
fonctions dans un probléme aussi naturel et simple que celui-ci. 


Etudier les propriétés des intégrales y(x) d’une équation 
différentielle algébrique du premier ordre et du premier degré, 
quand ces intégrales sont des fonctions a n branches au plus. 


28. Les considérations précédentes démontrent dans le cas 
de n = 2 et mettent hors de doute dans le cas de n quelconque, 
ce fait que lintégrale générale d’une telle équation dépend algébri- 
quement de la constante y® ('). 

Posons-nous maintenant la question suivante : 


Quand chaque intégrale y(x) d’une équation 


dy — Py) #) 


— = D r AG , ~ 
(1) as woe (P, Q polynomes en y, x) 


acquiert au plus n valeurs autour des points critiques mobiles, 
TERMS Se hss Wet akg ae : By pat) a a0 (2\9 
Vintégrale générale est-elle une fonction algébrique de y°® (7)? 


(1) Remarquons que, cette question une fois résolue, une autre queslion se 


dose encore : 


Ewiste-t-tl des equations (1) dont chaque intégrale a un nombre fini de 
valeurs, sans que ce nombre admette une limite superieure ? 


Tous les raisonnements précédents supposent, en effet, ce nombre au plus égal 
an. Bien que l’existence de telles équations soit tout a fait invraisemblable, la 
question demanderait 4 étve tranchée rigoureusement. 

(2) Adoptons, pour un instant, la définition proposée au n° 13: tragons a partir 
de chaque point § des demi-droites (coupures) sans point commun, et supposons 
que l’intégrale y(a@) acquiere au plus 2 valeurs quand & varie sans franchir ces 
coupures. L’intégrale générale y(a) est-elle nécessairement une fonction algé— 
brique de y°? La réponse est alors sirement négative, comme le montre l’exemple 
du n° 13, ot vy acquiert deux déterminations ou une seule suivant que y” est inté- 
rieure ou non a une cerlaine aire. 
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Bien que la réponse doiye bien vraisemblablement étre affirma- 
tive, une méthode trés différente de celles des n° 21 ou 26 sera 
nécessaire pour résoudre la question. En effet, d’une part, la 
méthode du n® 21, dans le cas de n= 2, nous montre seule- 
ment que 3+ yz et yi ¥2 sont des fonctions de x a points cri- 
tiques fixes mais qui admettent ici une infinité de branches. 
D’autre part, la méthode des n° 24-26 s’appuie sur ce fait que 
quand Vintégrale y-(a, y°, x°) tend vers une intégrale excepuion- 
nelle y(a, c, 2°), un point critique mobile au moins, soit z= 4%, 
tend vers un point . Or, quand les intégrales (a) admettent une 
infinité de branches, il peut se faire qu'un point critique mo- 
bile 2 =a devienne indéterminé quand 4) tend vers c. C’est ce 


’ 2¥? Reo, age ps 
que montre l’exemple y/ = — “2 dont Vintégrale générale définie 


par 27°=1, y= jo est 
a Jo : 
gna a re on Se 
Vi+ y3 logx 
pour y®° 40, y(«) acquiert deux valeurs autour du point critique 
4. 
mobile =e 7; pour y®= 0, (a) se réduit a y = 0, et le point 
1 
critique =e 7} est complétement indéterminé quand y® tend 
, 


vers Zéro. 


29. Si les coefficients aj(x), b;(x) des polynomes P et Q en y 
ne sont non plus rationnels mais sont des fonctions de a a un 
nombre fini de branches admettant un ensemble dénombrable de 
points transcendants, les méthodes des n% 21-26. s’appliquent 
encore ainsi que leurs conclusions. Mais si les coefficients sont des 
fonctions analytiques quelconques, la réponse aux questions des 


n°> 97 et 28 est négalive. 


QUELQUES PROBLEMES GENERAUX RELATIFS AUX EQUATIONS 
DU PREMIER ORDRE. 


30. Sur la fonction y(x, y®, x°). — Considérons une équa- 
tong 1).00. Pet Q sont des polynomes en,y dont les coefficients 


sont des fonctions uniformes de z. Soient 2° et x deux valeurs nu- 
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mériques, distinctes des valeurs E, et y¥=ols, vy"; x) Vintégrale 
définie par les conditions initiales 7 = x, y=y°. Laissant a z la 
valeur numérique 2, prolongeons analytiquement cette fonction 
dans tout le champ des y°. Les différentes branches de cette fonc- 
tion représentent, pour y? donné, une branche d’une inté- 


erale y(a) de (1); appelons ¢, (x, v°, x) celle des branches qui 


pour z= — x° se réduit a y°; les autres branches, pour = 2°, 
prennent les valeurs 


2 (x, 7°, xo) = bs( 7), 3( 2°, Bra 2°) = U3(y°), 


Toutes ces branches oo(2, 7°, Z°), G32, vy, 2°) se déduisent 
de la branche o (a, y®, 9) en y remplacant y® pour 4o(y°), 
bs (ye), etc. On peut toujours définir la branche 9, (2, y®, x) de 
facon qu’elle soit algébroide pour toute valeur de y°, finie ou non. 
> | 5 I aaa 
Toutes les autres branches seront également algébroides pour 
toute valeur de y®, si les diverses expressions t.(y°), 43(¥°), 
sont elles-mémes algébroides pour toute valeur de y®; mais 
si ¥.(y), par exemple, admet une valeur y° = c¢ comme singula-__ 
rité transcendante, la fonction (a2, y°, 2°) admettra aussi cette 
singularité transcendante y® = c¢ pour x quelconque. 

Considérons les diverses branches d'une intégrale y (x) qui se 
permutentautour des points critiques mobiles, etsoienty®, v?, yo, ... 
les valeurs que prennent en x° ces diverses branches. Ces branches, 
dans tous les cas, correspondent a autant de déterminations de la 
fonction o(a, y®, 2°); mais il peut se faire qu’edles n’épuisent 
pas toutes les déterminations de cette fonction. Crest ainsi que 
dans exemple du n° 16, la fonction 9(a, y°, #) a une infinité de 
branches, bien que chaque intégrale y (2) soit une fonction a deux 


branches au plus. Insistons sur ce cas remarquable, 


31. Intégrales exceptionnelles. — Soit Y (x) Vintégrale définie 
par ise 0959 SOG Pintégrale y(x, v®, x) pour y° voisin de b, 
acquiert, quand x tourne autour des points critiques mobiles, des 

ie ee ee eh eke PT eat Foe AN a gt a 3 
valeurs qui pour 2 = #° sont égales a is Vee ees Supposons qwil 


existe un ensemble dénombrable de contours fermés, partant de 2° 
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pour y revenir, indépendants de y® et tels, que pour toutes les 
valeurs y" voisines de b, y( ax, y°, x°) acquiert, aprés avoir par- 
couru ces contours, toules les valeurs y?, y$, .... Quand il en 
est aimsi, y{, v3, ... sont des fonctions de y algébroides 
pour 9° = 6. Quand il n’en est pas ainsi, nous dirons que Vinté- 
grale Y(x) = y(2, b, x”) est une intégrale exceptionnelle I. 

Liintégrale Y(2) égale a 6 pour x = x° acquiert en x, quand 
x yarie dans son plan sans tourner autour des points fixes &, les 
valeurs Y{, Y}, ...3 si, pour y® voisin de b, on peut établir entre 
ces valeurs et les valeurs analogues y?, y$, ..., de 


y(z, yes x9), 


une correspondance univogue, telle que y' tende vers Y‘ quand 
y® tend vers b, Y n’est sirement pas une intégrale exceptionnelle [. 
La méme conclusion s’applique si l’on considére toutes les déter- 
minations de Y(z) et de v(x), quand & varie arbitrairement, et 
si l’on peut établir entre ces déterminations une correspondance 
univoque jouissant de la méme propriété. 

Il suit de la que Y(.r) ou y(2, b, x) ne peut étre une intégrale 
singuliére I sans qu il existe des permutations évanoutssantes 
pour y° tendant vers 6; autrement dit, Pintégrale y (x, aie x), en 
outre des branches qui tendent uniyoquement vers celles de Y (2) 
pour y® tendant vers 6, possede au moins une autre branche, 
soit s(x), se permutant avec les précédentes autour d'un point 
critique mobile, et cette permutation s’évanouit (') pour y°= 0. 


(‘) La branche z(z), quand y® tend vers 6, ou bien tend vers une intégrale 
Z(z) qui n’est pas une branche de Y(az), ou bien ne tend vers aucune limite, 
ou bien tend yers la méme branche de Y(a) qu’une autre branche de y(a) déja 
VAG 3) 

az 


oh ee 2 . rE o ara Y- ) te 
considérée. Par exemple, si ’integrale générale est = const.= 7" (y9—2), 


(pour Zz =1), Vintégrale y = o est exceptionnelle, et quand y® tend vers zéro, la 
seconde branche de y (az) tend vers y = 2. Dans l’exemple du n° 4 oft l’on change y 
1 


1 eat ye y® — 

en —>» l’intégrale générale est ye Y= Sak (2° = 1); Pintégrale y =o est 
y 7 

exceptionnelle; pour y® yvoisin de zéro, la branche de y(2z) qui est égale a y 


yo 


gee 
: 1— 

pour z =1, se permute avec une branche 3(#) autour du point g =— yee J 

et quand y® tend vers zéro, s(x) ne tend vers aucune limite déterminée. Enfin 
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Considérons dans le plan des y°, tous les points y°=c tels que 
Vintégrale y (2, ¢, x) soit une intégrale exceptionnelle 1. On voit 
bien aisément (comme au n° 5) que l’ensemble E de points ¢ ainsi 
défini est un ensemble fermé. 

Quand la fonction y= o(a, y®, 2°) possede d’autres branches 
que celles qui correspondent aux déterminations de la méme inté- 
erale v(x), permutables autour des points critiques mobiles, l’en- 
semble E comprend stirement une ligne, soit L, qui jouit de la pro- 
priété suivante : 

Une certaine branche de la fonction y = o(a, vy, x9) prolon- 
geable a travers cette ligne L représente d’un cété de L une inté- 
grale v(x) dont une détermination est égale a y® pour 7 = x, et 
sur L et de l’autre cété de L une intégrale dont aucune branche 


n'est égale Ay pour «= x°. 

C’est ce qui a lieu dans l’exemple du n° 16: lintégrale géné- 
rale y(z) est une fonction a deux ou a une branche suivant que y° 
est intérieur ou non a une certaine aire D’ du plan des y°. La fron- 
tiére de D’ est une ligne L qui jouit précisément de la propriété 
enoncée (*'). 


32. L’exemple du n° 17 nous montre que des circonstances ana- 
logues peuvent se présenter quand les coefficients a@j(x), b;(.x) des 
polynomes P, Q en y sont des fonctions a une infinité de valeurs, 
mais n’ayant qu’un nombre find de points singuliers. 

Mais supposons maintenant que P et Q soient des polynomes en 
x, y; est-il possible que les mémes circonstances se présentent? 
Autrement dit, les questions qui se posent sont les suivantes : 


ACAD: ay? y2 _ 
=» c’est-a-dire Pn Se ge tl (2 =1), 
AO YG ae yYota 


Vintégrale vy =o est exceptionnelle, et quand y® tend vers zéro, les deux branches 


si intégrale générale est y?= 


de y( a, y°) tendent vers y =o. 

(') La définition des intégrales exceptionelles I ne coincide pas toul a fait avec 
Ja définition des intégrales réellement exceptionnelles I définies au n° 22 dans le cas 
ou les intégrales v(a@) ont n valeurs au plus. L’ensemble E des points c corres- 
pondant a la nouvelle définition se compose, dans l’exemple du n° 16, de tous les 
points frontiéres de Jaire D', tandis que ’ensemble © des points c correspondant a 
Pancienne définition contient tous les points de D’ et de son contour, Les deux 
ensembles E et € coincident si © ne comprend aucune aire. 
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Sort 
(35 dy Py, 2) 


ie OG. =) (P, Q polynomes en y, x) 


une équation différentielle algébrique du premier ordre et du 
premier degré, et soit y(x, 1°, x)= o(2, »°, 2°) Vintégrale 
de cette €quation qui, pour r= x, est égale ay. 


1° Si laissant az et x° des valeurs numériques x et x distinctes 
des valeurs =, on prolonge analytiquement la fonction O(a, 7°, 2%) 
dans le champ des y®, cette fonction acquiert stirement ¢outes les 
déterminations correspondant aux diverses branches de l’inté- 
grale y(a2, y°, x°) qui se permutent quand z varie dans son plan 
sans tourner autour des points fives § ('). Peut-tl arriver que cette 
fonction ¢ (x, y, x) posséde d’autres déterminations ? 

2° Les intégrales exceptionnelles | peuvent-elles former un 
ensemble non dénombrable? 


La réponse a ces deux questions est affirmative quand les coef- 
ficients a;(x), ,(2) des polynomes P etQ en y ne sont pas algé- 
briques. lest trés yvraisemblable qu’elle est négative quand ces coef- 
ficients sont rationnels ou algébriques: mais une démonstration 
rigoureuse apparait comme tres difficile. Et pourtant c’est la une 
quesuon que l'étude analytique générale des équations (1) ne 
semble guére pouvoir esquiver. 

Remarquons que la seconde question renferme en quelque sorte 
la premiére, en ce sens que si la seconde est résolue par la négative, 
il en est de méme a fortiori de la premicre. 

oo Soient y (x, y°, x?) Vintégrale générale de(1), et.v(.2, ¢, x) 
une intégrale exceptionnelle [. La valeur y®=c peut étre (mais 
nest pas nécessairement) un point singulier transcendant dune 
ou plusieurs branches de la foncuon y= o(a, y®, 2°). Len- 
semble E des points c du plan des y® est toujours fermé; s'il est 


(*) Si on prolonge la fonction ¢(az, y", 2’) dans le champ des 2", on obtient 
strement toutes les branches de l’intégrale y(2, y", x”) qui se permulent quand 
a tourne tant autour des points critiques fixes que des points critiques mobiles, 
Mais peut-il en exister d’autres? Dans tous les cas, il est plus simple de prendre 
y® comme constante arbitraire plutot que 2°, 
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dénombrable, l’ensemble dérivé est contenu dans E et est lui-méme 
dénombrable. . 

Dans l’exemple du n° 4, l’équation 


A Se Pate 
dx a(y+1) ~ 


posséde deux intégrales exceptionnelles I, a savoir y = 0 ely =o. 
La fonction y = o(z, y®, x°) est définie par la relation 
Jae ee P 


av 
Y= yl evo —- 
YO RI 


y° =o est un point transcendant d’une infinité de branches de 


o(2, y° 2°), de méme que y°= . Lorsque y® tend vers zéro, le 
point critique mobile unique z= de y(x), a savoir 


tend vers le point z= quiest un point §; quand y® tend yers 
Pinfini, ce point critique est complétement indéterminé. 
Comment cette derniére circonstance, peut-elle se produire? 
Pour des valeurs de y® de module indéfiniment croissant, le point 
critique 2 = o tend vers 1 par exemple; l’intégrale y(z), égalea y° 
pour 2 = x, prend donc la valeur y= —1 quand on vade v°a un 
certain point @ voisin de 1 sur un certain chemin L; mais ce che- 


min L, comme on le yoit aisément, tourne autour du point critique 
fixe =o un nombre de fois qui croit indéfiniment avec |v]. Si 
l’on veut que L reste extérieur & un cercle de centre x = 0 et de 
rayon petit mais donné e, 
avec | y°|. 

On concoit, d’aprés cela ('), comment la méme circonstance ne 


peut se produire quand le nombre des branches des intégrales y (x) 


la longueur de L croit indéfiniment 


est au plus égal a un nombre fini rn. Nous avons montré (n° 24) 


que, dans ce cas, tout point critique mobile # =a, autour duquel 


(') Si y® tend vers un point ¢ sur un chemin continu, des considérations ana- 
logues montrent que tout point critique mobile 2 = @ autour duquel se permutent 
deux branches de y(#) qui cessent de permuter pour y,=c, ou bien est indé- 
terming, ou bien tend vers un point &. 
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se permutent deux branches de (a, ¥, x) qui cessent de se per- 


muter pour y= c, tend nécessairement vers un point § quand ys 
tend vers c. 


« 


34. Equations différentielles algébriques de premier ordre. 
— Toutes les conclusions et tous les problémes qui précédent ont 
leurs analogues (‘) pour les équations 


(1) i on ya al ae 


ou F est un polynome en y’, y et x. 

En particulier, la proposition générale du n° 1 s’applique a ces 
équations : Sz l’on excepte un nombre fini de points x == qui 
se déterminent algébriquement sur UVéquation, les intégrales 
y(«©) de (1) wWadmettent que des points singuliers mobiles, qui 
sont lous algébriques. Seuls les points fixes § peuvent étre des 
points singuliers transcendants. 

Convenons, comme au n°’ 5, de dire que l’intégrale générale 
de E est une fonction a n branches si chaque intégrale y(x) est 
une fonction a n branches, exception étant faite peut-étre pour 
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable. 

Convenons de dire, de méme, que lintégrale générale posscede 
n déterminations permutables autour des points critiques mobiles, 
si chaque intégrale y(x) acquiert exactement n déterminations 
quand x varie arbitrairement mais sans tourner (?) autour des 
points £, exception étant faite peut-étre pour certaines intégrales 
formant un ensemble dénombrable. 


Le théoréme qui correspond au théoreéme du n® 8 s’énonce ainsi : 


Quand Vintégrale générale acquiert seulement n détermt- 
nations autour des points critiques mobiles (en particulier 
quand cest une fonction a n branches), Vintégrale y(x) de 
V’équation (1) est une fonction algébrique de y", et cette équa- 
lion sintégre algébriquement, ou bien par une transfor- 


~I 


(1) Voir mes Legons de Stockholm, p. 46-98, 111-1 (0, 155-172. 
(7) Le sens de cette expression est le méme qu’au n° 6: le contour fermé C ne 


tourne pas autour du point &, si, quand 2 a parcouru une fois tout le contour C, 


Yargument du vecteur £z reprend la méme yaleur. 
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mation 


=P Ge 5 Ho (r rationnel en y’, y algébrique en 7), 


se raméne soit a une équation de Riccati 


~ 


(11) Ht = A(x) ur B(w)u+ C(2), 


sott a la quadrature 
du 


Ill £4 a 
i Vi — u2) (1— Ru?) (a) dx 


ou A, B, C sont algébriques et ou k? désigne une constante. 

De plus, pour n donné, on sait reconnaitre, al’aide d'un nombre 
fini d’opérations rationnelles, si Vintégrale générale de (1) jouit de 
la propriété énoncée, et si oui, on sait effectivement intégrer 
Péquation (1) ou la ramener a l’équation de Riccati (IT) ou a la 


quadrature (III). 


35. Proposons-nous le méme probléme sans que n soit donné 
et en écartant le cas ot I’équation (1) s’intégre algébriquement. 
Autrement dit, cherchons a reconnaitre si Vintégrale géné- 
rale y(x) de (1) est une fonction rRaNscENDANTE Gul n’acquiert 
quun nombre fini, non vonnt, de valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles, ce nombre étant le méme pour chaque intégrale, 
sauf peut-élre pour un ensemble dénombrable d’intégrales 
particuliéres. 

La réponse est la suivante : On sait, a l'aide d’un nombre fini 
d’opérations algébriques, reconnaitre sil en est ou non ainsi, 
ou intégrer Léquation par la quadrature de différentielle 
totale 


[mo x) (dy —y' dx) = const., 


M désignant une fonction algébrique de (x, y) et y' la fonc- 
tion algébrique de x, y définie par (1). 

Dans ce dernier cas, pour que l’équation (1) rentre dans la caté- 
gorie étudiée, il faut et il suffit que, 2 étant quelconque et w dési- 
snhu 


ke 


gnant { M(y, x) dy, Vune des deux expressions e ou oit 
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algébrique en y, pour des valeurs convenables des constantes 


By a ¢ , - au ; BP are 
et A?, On peut dire encore que P’équation os = M(y) doit définir 


une fonction y(w) aun nombre fini de branches. 


Remarque.— Dans le dernier cas exceptionnel dont nous venons 
de parler, le probléme posé se trouve en fait ramené au méme pro- 
bléme concernant une équation (1) ot & ne figure pas. Le cas 
ol 2 ne figure pas apparait done, au point de vue qui nous occupe, 
comme un cas exceptionnellement difficile (1) auquel se raménent 
tous les cas oti le probléme posé n’est pas complétement résolu. 

De plus, comme nous l’ayons remarqué déja au n° 9, le cas ot 
léquation s‘intégre algébriquement échappe a la méthode; le pro- 
bléme posé est done plus facile 4 résoudre quand Vintégrale géné- 
rale est transcendante que quand elle est algébrique. 


36. Enfin, il est impossible de ne pas se demander, comme au 
n° 18, quelle est la nature de Uintégrale de (1) quand chaque 
intégrale y(x) est une fonction an branches au pius. Pourn=2, 
la méthode du n° 19 montre rigoureusement que y(zx) est une 
fonction algébrique de y®, et dés lors les conclusions du n° 34 
s'appliquent; mais pour pouvoir étre étendue au cas de n quel- 
conque, la méthode exigerait la démonstration préalable du théo- 
réme (A) (p. 16g). Quant a Ja méthode des n°’ 23-26, elle peut 
étre appliquée aux équations (1), et elle aboutit aussi 4 cette con- 
clusion que y(), dans le cas étudié, est une fonction algébrique 
de y®. Mais elle s’appuie sur le théoréme (B) (p. 176). 

D’une maniére générale, toutes les propositions démontrées 
dans le cas ott _y/ entre dans (1) au premier degré, s’étendent sans 


peine au cas oll ce degré est quelconque. 


(*) Le probléme qui consiste 4 reconnattre si une intégrale abélienne a une ou 
deux périodes renferme en particulier les problémes d’Abel : reconnaitre si l’inté- 
dx er i , 
grale | Cent er n’a qu’une période. Les solutions partielles 
(2+ A) V/V 42°—jy,2 —y, 
données par Tchebycheff et Zolotaref montrent le caractére arithmetique des dif- 
ficultés du probléme, 


FIN. 
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